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É possível? É provável? 





A sorte grande sai sempre aos outros. 
Popular 


O que há em mim é sobretudo cansaço. 
Álvaro de Campos 

Há sem dúvida quem ame o infinito, 

Há sem dúvida quem deseje o impossível, 

Há sem dúvida quem não queira nada — 

Três tipos de idealistas, e eu nenhum deles: 

Porque eu amo infinitamente o finito, 

Porque eu desejo impossivelmente o possível, 
Porque quero tudo, ou um pouco mais, se puder ser, 
Ou até se não puder ser... 


Na linguagem corrente encontramos frequentemente expressões como “é provável que”, “é impro- 
vável que”, “tenho a certeza”, “raramente”, “é impossível”, “isso é muito aleatório”. Nos jornais 
muitos títulos e notícias se baseiam em tais expressões: 


leia com atenção artigos na imprensa sobre a 
companhia em causa. Dinheiro Vivo, 13-04- 
DOU, 


O despiste do carro é a causa mais provável do 
acidente, segundo a GNR. JN, 10-04-2010. 


late russo desaparecido nos mares da Antár- 
tida. Segundo a porta-voz, a causa mais pro- 
vável da falta de comunicação é uma avaria 
na antena provocada pela tempestade. JN, 


06-04-2012. 


Sinto que a teimosia raramente é uma virtude. 
Palavra de Teimoso! Embora eu seja daque- 
les teimosos que só teimo quando tenho a 
certeza de alguma coisa... Largo da memória, 


Luís Eme. 
Apesar da marca X admitir que esta é uma 


questão sensível, em que não existem certe- 
zas, O consenso geral é que é altamente im- 
provável que os telemóveis causem quedas de 
aviões. JN, 18-01-2012. 


Dez formas de estragar uma entrevista de 
trabalho: (1) não investigou a empresa. Du- 
rante uma entrevista de emprego vão de cer- 
teza perguntar-lhe se tem alguma questão a 
colocar. É a oportunidade perfeita para sa- 
ber algo mais sobre a posição que pretende 
ocupar. Por isso, antes de uma entrevista, 
consulte o website da empresa e analise com 
cuidado o anúncio de emprego. Se os houver, 


Estamos aqui perante situações muito diferentes: numas é perfeitamente previsível o resultado e 


Investigadores de Aveiro aperfeiçoam “dete- 
tor de mentiras". Posteriormente, e já liga- 
dos ao polígrafo, observaram todas as cartas 
apresentadas aleatoriamente em ecrã de com- 
putador e tiveram que dizer 'não' a todas 
elas, incluindo a que escolheram previamen- 
te, quando questionados sobre a carta que 
tinham escolhido. JN, 11-04-2012. 


Já Tomás Silva, ex-hacker e consultor de se- 
gurança, acredita que os piratas tentaram 
atacar organismos públicos e empresas du- 
rante o dia de ontem, embora de forma “de- 
sorganizada” e “aleatória”. JN, 10-12-2011. 


noutras a incerteza sobre o resultado é total. Naqueles em que estamos perante fenómenos previ- 
síveis, embora possam não ser totalmente conhecidos, chamamos determinísticos, e nos outros em 
que não temos de todo a certeza do que é que se vai observar, chamamos não determinísticos ou 
aleatórios. 


TAREFA RESOLVIDA 1 


Para cada um dos fenómenos seguintes indica se se trata de um fenómeno determinístico ou um 
fenómeno aleatório: 


a) Largar um pêndulo e observar o seu movimento; 


b) Lançar um dado comum e observar o número que sai. 


RESOLUÇÃO 


a) Quando se larga um pêndulo (numa situação comum, se a situação fosse especial tal deveria ter 
aparecido no enunciado da tarefa), as leis físicas que regem o seu movimento determinam total- 
mente o que acontece: primeiro cai até atingir a posição que o 
comprimento do fio que o segura permite e depois continua 
até atingir uma certa posição mais elevada que a posição an- 
terior; em seguida repete o movimento para um lado e para o 
outro, atingindo pontos cada vez menos elevados devido à 
resistência do ar, acabando inevitavelmente por se imobilizar, 
embora possa demorar muito tempo a atingir tal posição (mas 
o tempo que demora a fazer tal é perfeitamente calculável a 
partir das características do pêndulo e do meio ambiente). 
Estamos pois perante um fenómeno determinístico. 


b) Quando se larga um dado comum, ele rebolará na superfície 

onde o largarmos e poderemos dizer que o resultado final fica- 
rá perfeitamente determinado pelas leis físicas que regem o 
movimento dos corpos e dos choques. Contudo, a complexida- 
de do movimento é tal que, em tempo útil (menos de um 
ano...), é impossível na prática prever que face vai estar para 
cima quando o dado parar. Podemos assim dizer que estamos 
perante um fenómeno aleatório. 
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ExERCÍCIOS 


1. Classifica as experiências seguintes em deterministas ou aleatórias: 


1.1 Largar uma bola e observar se cai no chão. 


1.2 Atirar verticalmente uma bola e observar se cai no chão. 


1.3 Lançar 2 vezes uma moeda e registar a face que fica virada para cima. 


1.4 Lançar 10000 vezes uma moeda e registar a face que fica virada para cima. 


1.5 De uma caixa com 2 bolas brancas e 2 bolas pretas, retiraram-se, sem olhar, duas 


bolas. Registar a cor das bolas retiradas. 


1.6 Aquecer água acima dos 144º C e registar o que acontece. 


1.7 Aquecer água acima dos 92º C e registar o que acontece. 


1.8 Deitar uma esfera metálica num copo de água e verificar o que acontece. 


1.9 Deitar uma bola de ping pong num copo de água e verificar o que acontece. 


1.10 Tirar duas cartas, à sorte, de um baralho de 52 cartas que foi previamente bara- 


lhado e registar todas as cartas saídas. 


1.11 Tirar 52 cartas, à sorte, de um baralho de 52 cartas que foi previamente baralha- 


do e registar todas as cartas saídas. 


2. — Indica um exemplo de uma experiência determinista e de uma experiência aleatória. 





Muitas vezes a maior ou menor previsibilidade de um acontecimento é traduzida com a palavra 
probabilidade: 






O que significa a palavra probabilidade aqui? Se é verdade que 
nas notícias acima não se poderá atribuir um valor numérico à 
probabilidade, muitas vezes conseguimos atribuir sem hesitar um 
valor à possibilidade de concretização de uma certa situação. 


Por exemplo, se nos perguntarem qual a probabilidade de exis- 
tir uma mosca com dois quilos, não hesitaremos em dizer que a 
probabilidade é zero, visto que a nossa experiência com moscas 
nos diz ser tal impossível. Mas se nos perguntarem qual a proba- 
bilidade de um macaco gostar de bananas já responderemos sem 
hesitar que é um. 


“SJÊEM vi ha bocado, pobre viandanto aborrecido, que sore qu estao é geervearo 
lravez 





7 “ROGQUI” IMBERTIGNTE O CONOR ii 






Sri ue me ciaroncias 

à vem por Jem, é Jalgõcas que 

gáxem gor Juno, e jlgi 
ndo cara tra q 





Contudo, sem uma teoria adequada já não saberemos atribuir um número a acontecimentos como 
“Vai chover amanhã”, “Vou ganhar o euro milhões” ou “Vai haver menos moscas este Verão”. 


1. É possível? É provável? 


A Teoria da Probabilidade foi desenvolvida exatamente para nos fornecer modelos matemáticos 
especiais, a que se chama modelos probabilísticos, para conseguir descrever com clareza todos os 
fenómenos aleatórios. Para isso vamos estudar variáveis em populações: 





Quando recolhemos uma observação de uma variável, ou quando observamos um fenómeno aleató- 
rio, dizemos que estamos em presença de uma experiência aleatória: 


ExERCÍCIOS 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE) 


1. Indica quando estamos em presença de experiências aleatórias: 
11 Olhar para a rua. 
1.2 Olhar para a rua e ver se há carros estacionados. 
Encontrar um carro de que se goste. 
Contar o n.º de carros estacionados, na rua, ao sairmos de manhã de casa. 
Falar com as pessoas na rua. 


Perguntar a uma pessoa ao acaso, da sua cidade, quantas são as pessoas do seu 
agregado familiar. 


Medir o tempo que de manhã levamos a chegar ao emprego 
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TAREFA RESOLVIDA 2 


Constrói um modelo de probabilidade para: 


a) o número de pintas da face que fica virada para cima no lançamento de um dado vulgar. 


b) a face virada para cima num RAPA. 
RESOLUÇÃO 


a) Trata-se de um fenómeno aleatório por ser de todo impraticável prever o resultado. Como esta- 
mos em presença de um dado vulgar (com a forma de um cubo perfeito — ou quase — e feito de 
material homogéneo), não há razão para pensar que uma face possa ter de aparecer mais vezes do 
que qualquer outra; assim todas as faces podem ficar viradas para cima com igual probabilidade; 
como há 6 faces, a probabilidade terá de ser 1/6: 


Número de pintas da: 
face que fica virada: il o a) 4 5 6 
para cima 





b) Um RAPA é um jogo tradicional em que um cubo tem uma base e um topo como a de um pião 
para poder rodar livremente até cair e então mostrar uma face para 
cima. As quatro faces do cubo com marcação têm 4 letras corres- 
pondentes a 4 ações: R, T, D e P, correspondentes a RAPA, TIRA, 
DEIXA e PÕE. No início do jogo do RAPA todos os participantes 
têm de possuir o mesmo número de objetos (tradicionalmente eram 
feijões, mas pode ser um objeto qualquer). Roda-se o RAPA e, con- 
forme o resultado, vão-se colocando ou retirando objetos do centro 
da mesa de jogo. Se o RAPA, ao parar, apresentar a letra R voltada 
para cima, o jogador que o lança tem direito a levantar e guardar 
todos os objetos inicialmente colocados. Caso seja a letra T tem 
direito a tirar um objeto. Se for a letra D, não coloca nem tira qual- 
quer objeto e, finalmente, se ficar para cima a letra P, tem de pôr 
um objeto na mesa. 





Partindo do princípio que o RAPA é feito de material homogéneo, a obtenção de qualquer das letras 
tem igual probabilidade. Assim o modelo de probabilidade será 


Letra do RAPA 


Probabilidade A A A A 
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TAREFA 3 


Constrói um modelo de probabilidade para o lançamento de dados homogéneos usados no jogo 
“RPG-role playing” ou “D&D-dungeons and dragons”, com: 


a) 8 faces 


b) 10 faces 





Vejamos agora como começar a construir de forma sistemática Modelos de Probabilidade. Para isso 
temos de delimitar quais os resultados possíveis de uma experiência aleatória. 





O espaço de resultados da experiência aleatória “lançar um dado” será o conjunto S = (1, 2,3,4,5, 6). 
Mas o espaço de resultados de uma experiência aleatória não precisa de ser um conjunto de núme- 
ros; por exemplo, para a experiência aleatória “ao acordar, de manha, ir à janela e ver se 
chove” o espaço de resultados é conjunto S = (chove, não chove). 
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ExERCÍCIOS 


1. — Indica o espaço de resultados S das experiências aleatórias mencionadas nos exercícios 
leg3. 


1.1 Considera dois dados numerados de 1 a 6. 


1.2 Para cada uma das seguintes experiências aleatórias identifica o espaço de resul- 
tados: 


13 Lançamento de um dado e anotação do número que saiu. 


1.4 Lançamento dos dois dados e anotação da soma dos números saídos em cada 
dado. 


1.5 Lançamento dos dois dados e anotação do produto dos números saídos em cada 
dado. 


1.6 Lançamento dos dois dados e anotação da diferença dos números saídos em cada 
dado. 


Vamos simular uma experiência aleatória usando uma folha de cálculo. Para isso 
vamos usar a fórmula 





=RANDBETWEEN (10,100) 














que significa que obtemos um valor aleatório entre 10 e 100. 
1.1 Qual o espaço dos resultados? 


1.2 À instrução 


=COUNTIF (Al:A100,20) 


permite ver quantos valores das células Al a A100 são iguais a 20. Usando a pri- 
meira fórmula em todas as células desde Al até A100 que valor achas mais pro- 
vável encontrar como resultado da aplicação da segunda fórmula? Realiza várias 
experiências com as duas fórmulas. Que resultados obtiveste? Explica porque os 
seus resultados não coincidem com o que estavas à espera. 


Usando a primeira instrução fornecida, como simularias o lançamento de um 
dado cúbico equilibrado com pintas de 1 a 6 em cada face? 





Estando esclarecido qual o espaço de resultados que é preciso considerar em cada caso, vamos agora 
ver nesse espaço o que nos interessa salientar. 





Normalmente usamos letras maiúsculas A,B,C,... para designar os acontecimentos. Claro que o con- 
junto vazio e o conjunto S também são acontecimentos. 
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Considerando a experiência aleatória que consiste em perguntar a dois alunos de uma escola esco- 
lhidos ao acaso se são a favor ou contra a proibição de fumar em automóveis com crianças, o espaço 
de resultados é dado por 


S = ((favor favor), (favor contra), (contra contra), (contra favor) 


Nestas condições, alguns dos acontecimentos são: 


a) Um e um só dos alunos é a favor. Este acontecimento é representado por A = ((favor contra), 
(contra favor): 


b) Pelo menos um dos alunos é a favor. Este acontecimento é representado por B = ((favor favor), 
(favor contra), (contra favor): 


c) Os dois alunos são a favor. Representa-se por OC = ((favor favor). 


d) Nenhum dos alunos é a favor ou contra. Neste caso o acontecimento é impossível, com os dados 
fornecidos, pelo que o acontecimento é representado pelo conjunto vazio D = (Ô. 





No caso estudado, o acontecimento “Os dois alunos são a favor” é um acontecimento elementar pois 
é C = ((favor favor)+. 





No mesmo exemplo considerado o acontecimento D “Nenhum dos alunos é a favor ou contra” é 
impossível. Um acontecimento certo poderia ser E “Os alunos inquiridos responderam que eram a 
favor ou contra” pois então E = 5. 


TAREFA RESOLVIDA 4 


COCO LLC COCO CCC LOCO CDC CLOCCOCLLCCOLCCOC LOCO COLOCO COLOCO LOC COOL COLOCO 0. 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar dois dados de seis faces, numerados de 1 
a 3 (cada número aparece duas vezes) e verificar as faces que ficam voltadas para cima. Identifica 
o espaço de resultados e os acontecimentos “O número de pintas é diferente nos dois dados”, “o 
número de pintas é par nos dois dados” e “a soma das pintas é 4”. 


RESOLUÇÃO 
Para conseguir identificar mais claramente o espaço de resultados vamos considerar que o primeiro 


dado é branco e o segundo é azul. O espaço de resultados é constituído por todos os pares de faces 
representados no quadro a seguir. 
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Podemos também representar o espaço de resultados como: 
S = ((1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)) 


Para estudar o acontecimento “O número de pintas é diferente nos dois dados”, podemos assinalar 
no quadro quais as situações em que tal acontece: 





Assim, este acontecimento é 


A = ((12)(1,3)(2,1)(2,3),(3,1) (3,2) 


Olhando para o quadro é fácil concluir que o acontecimento “o número de pintas é par nos dois 
dados” apenas acontece quando aparece 2 em ambos os dados pelo que é dado por 


B = ((2,2)) 
E assim trata-se de um acontecimento elementar. 


Para estudar o acontecimento “a soma das pintas é 4” podemos assinalar no quadro quais as situ- 
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ações em que tal acontece: 





Concluímos então que o acontecimento “a soma das pintas é 4” é 


= 1(3,1),(2,2),(1,3)) 


TaRrErA 5 


COCO COCO COCO LOL CL LOC LLC CLORO CCC Sono sos 0. 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar três dados de quatro faces, numerados 
de 1 a 4,e verificar as faces que ficam voltadas para cima. Identifica o espaço de resultados e os 
» é 


acontecimentos “O número de pintas é igual nos dois dados”, “o número de pintas é ímpar nos dois 
dados” e “a soma das pintas é 5”. 


ExERCÍCIOS 


Considera que escreves nas faces de um dado cúbico as letras da palavra ESCOLA. 
Lança-se um dado e observa-se qual a letra escrita na face superior. 


1.1 Qual o espaço de resultados desta experiência? 


1.2 Será mais provável sair uma vogal ou sair uma consoante 
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HistTóriA(s) 


Galileu e o jogo dos dados 


No século XVII, os jogadores italianos costumavam fazer apostas sobre o número total de pintas 
obtidas no lançamento de 3 dados. Acreditavam que a possibilidade de : 

obter um total de 9 era igual à possibilidade de obter um total de 10. 
Por exemplo, diziam que uma combinação possível para dar um total de 
9 seria 1 pinta num dos dados, 2 pintas num outro dado, 6 pintas no 
terceiro dado. Abreviando o resultado anterior para “1 2 6”, todas as 
combinações para dar o 9 são: 





Assim, os jogadores argumentavam que o 9 e o 10 deveriam ter a mesma possibilidade de se verifica- 
rem. Contudo, a experiência mostrava que o 10 aparecia com uma frequência um pouco superior ao 
9. Pediram a Galileu que os ajudasse nesta contradição, tendo este realizado o seguinte raciocínio: 
Pinte-se um dos dados de branco, o outro de cinzento e o outro de preto. De quantas maneiras se 
podem apresentar os três dados depois de lançados? O dado branco pode apresentar 6 possibili- 
dades diferentes. Para cada uma destas possibilidades o dado cinzento pode apresentar 6 possibi- 
lidades, obtendo-se 6 X 6 possibilidades para os dois dados. Correspondendo a cada uma destas 
possibilidades, o dado preto pode apresentar 6 possibilidades obtendo-se no total 6 x 6 x 6 = 216 
possibilidades. Galileu listou todas as 216 maneiras de 3 dados se apresentarem depois de lançados. 
Depois percorreu a lista e verificou que havia 25 maneiras de obter um total de 9 e 27 maneiras de 
obter um total de 10. 


O raciocínio dos jogadores não entrava em linha de conta com as diferentes maneiras como os dados 
se podiam apresentar. Por exemplo o triplo “3 3 3”, que dá o 9, corresponde unicamente a uma 
forma de os dados se apresentarem, mas o triplo “3 3 4” que dá o 10, corresponde a 3 maneiras 


E: am 
(es) (oo) ed 


pelo que o raciocínio dos jogadores deve ser corrigido de acordo com a tabela seguinte: 
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:N.º de maneiras de dit Dásá di EN. de maneiras de: 
“obter o triplo EEE E “obter o triplo 








SUA an fi REI E A EAR EA cre 
PM A A 
E de Di a ad 
EN MN EM 
E E É A e Ip a O RR 
3 is iij3 1 3 3 3 

Total 25 Total 27 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


Uma técnica interessante que ajuda a visualizar o espaço de resultados de uma experiência alea- 
tória, consiste em construir diagramas usando figuras geométricas, tais como círculos, rectângulos 
ou quadrados para representar os acontecimentos. Tal técnica foi introduzida pelo lógico e filósofo 
inglês John Venn (1834-1923) e por isso os diagramas se chamam diagramas de Venn. A ideia de 
John Venn foi a de representar o espaço de resultados S com um retângulo e os acontecimentos com 
círculos contidos no retângulo. Por exemplo, no diagrama seguinte 


A B 


O espaço de acontecimentos S é o retângulo total e os acontecimentos A e B são representados por 
dois círculos. Se um ponto está dentro de À então pertence ao acontecimento A; se está ao mesmo 
tempo dentro de A e de B então pertence tanto ao acontecimento A como ao acontecimento B. 


TAREFA RESOLVIDA 6 


Representa num diagrama de Venn o espaço de acontecimentos da experiência aleatória da tarefa 4, 
assim como os acontecimentos aí referidos. 


RESOLUÇÃO 


O espaço de acontecimentos é 


S = ((1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2) (2,3) (3,1) (3,2) ,(3,3)) 


e os acontecimentos 4, Be C são 
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A = 4(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2) +. 
B=((22)]e 
C= 1(3,1),(2,2),(1,3)) 


respetivamente. O diagrama terá então a forma 





TAREFA 7 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar dois dados de seis faces, numerados de 1 a 
6, e verificar as faces que ficam voltadas para cima. Representa num diagrama de Venn o espaço de 
resultados dessa experiência aleatória e dos acontecimentos A “O número de pintas é par num dos 


dados” e B “a soma das pintas nos dois dados é 7”. 


TaRrErA 8 


Supõe que vais a um supermercado e compras 5 iogurtes de marca “Bem Bom” e 3 de marca 
“Apetitoso”. Como ias com muita pressa nem reparaste de que sabor eram os iogurtes. Considera 
a experiência aleatória que consiste em verificar quantos iogurtes, de cada uma das marcas, são de 
morango. Representa num diagrama de Venn os acontecimentos : 


A - Só compraste um iogurte de morango; 
B - Compraste no máximo 3 iogurtes de morango; 


C - Compraste pelo menos 5 iogurtes de morango. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 
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TaRrErA 9 


Numa determinada Universidade, verificou-se que, de entre os 115 alunos do 1.º ano no ano lectivo 
de 98/99, em determinado curso com 3 disciplinas: 


a) 57 foram aprovados em Análise Infinitesimal 

b) 45 foram aprovados em Álgebra 

c) 87 foram aprovados em Probabilidades 

d) 28 foram aprovados em Análise e Álgebra 

e) 35 foram aprovados em Análise e Probabilidades 

£) 30 foram aprovados em Álgebra e Probabilidades 

g) 15 foram aprovados em Análise, Álgebra e Probabilidades 


Representa num diagrama de Venn os acontecimentos anteriores. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


Este modo de representação dos acontecimentos vai-nos ser muito útil para representar as operações 
com acontecimentos que são necessárias para construir um Modelo de Probabilidade interessante e 
útil. 
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Acontecimento complementar ou contrário do acontecimento À - é o 
acontecimento constituído por todos os resultados de S que não estão em 


A. Representa-se por 4º ou A. 





Acontecimento interseção dos acontecimentos A e B - é o aconteci- 
mento que se realiza se e somente se A e B se realizam simultaneamente. 
Ou seja, é o acontecimento constituído por todos os resultados que estão 
em À e estão em B. Representa-se por AnB. 


Acontecimento união dos acontecimentos A e B — é o acontecimento 
que se realiza se e somente se pelo menos um dos acontecimentos A ou B 
se realiza. Ou seja, é o acontecimento constituído por todos os resultados 
que pertencem a À ou a B. Representa-se por AU B. 


Acontecimento diferença dos acontecimentos A e B - é o acontecimen- 
to que se realiza se o acontecimentos À se realiza mas sem que B se realize. 
Ou seja, é o acontecimento constituído por todos os resultados que perten- 
cem a À e não pertencem a B. Representa-se por A) B. 
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TAREFA RESOLVIDA 10 


COCO CCL LOCO CLOCCCLCLCCCLCLCCCOLCCCOCOCCCOCCLCCCCC COLOCO LOCO LOCO OOo soco. 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar um dado comum e verificar a face que sai, 
identificada pelo número de pintas. Considera os acontecimentos A, “saída de face par” e B “saída 
de números maiores do que 3”. 


a) Determina os acontecimentos complementares ou contrários de A e de B. 
b) Determina AN B; 
c) Determina AU B; 
d) Determina AN B. 


RESOLUÇÃO 

a) Como A = ([2,4,6) então Aº = (1,3,5), ou seja, o acontecimento “saída de face ímpar”. Como 
B = (4,5,6) então B' = (1,2,3), ou seja, o acontecimento “saída de números menores do que 4”; 

b) Como 4 = (24,6) e B= (4,56) então ANnB = (4,6); 

c) Como 4 = (24,6) e B= (45,6) então AU B = (245,6). 

d) Como A = (246) e B= (45,6 então ANB = (2). 


Tarera 11 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar um dado comum e verificar a face que 
sai, identificada pelo número de pintas. Considera os acontecimentos A, “saída de face ímpar” e B 
“saída de números maiores do que 2”. 


a) Determina os acontecimentos complementares ou contrários de A e de B. 


b) Determina AN B; 


c) Determina AU B. 


A mesma estratégia também permite comparar acontecimentos. Diremos que um acontecimento A 
implica um acontecimento B quando todo o resultado de A é resultado de Be escreve-se AC B. 


Por exemplo, na experiência aleatória que consiste em lançar um dado comum e verificar a face 
que sai, identificada pelo número de pintas, o acontecimento C, “saída de número par inferior a 3”, 
implica o acontecimento A, “saída de face par”, pois C= (2)e A = (24,6). Assim OCA. 


Dois acontecimentos dizem-se disjuntos ou incompatíveis se a realização de um deles implica a não 
realização do outro. Dito de outro modo, acontecimentos A e B dizem-se disjuntos ou incompatíveis 
se a intersecção é o conjunto vazio, isto é se ANB = (Á. 
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Por exemplo, na experiência aleatória que consiste em lançar um dado comum e verificar a face que 
sai, identificada pelo número de pintas, o acontecimento A, “saída de face par” é incompatível com 
o acontecimento D, “saída de face ímpar”, pois 4 = (2,4,6/e D = (1,3,5:. Assim ANB = D. 


ExERCÍCIOS 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE CEEE) 


1. Considera que escreves nas faces de um dado cúbico as letras da palavra ESCOLA. 
Lança-se um dado e observa-se qual a letra escrita na face superior. 


1.1 Qual o acontecimento contrário de X “sair uma consoante”? 
1,2 Qual o acontecimento intersecção de Y “sair a letra A” e Z “sair uma vogal”? 


1.3 Qual o acontecimento intersecção de X “sair uma consoante” e Y “sair a letra 
A”? 


1.4 Qual o acontecimento união de X “sair uma consoante” e T “sair a letra C” ? 


Supõe que vais a um supermercado e compras 5 iogurtes de marca “Bem Bom” e 3 
de marca “Apetitoso”. Como ias com muita pressa nem reparaste de que sabor eram 
os iogurtes. Considera a experiência aleatória que consiste em verificar quantos iogur- 
tes, de cada uma das marcas, são de morango. Represente num diagrama de Venn os 
acontecimentos : 


A - Só comprou um iogurte de morango; 


B - Comprou no máximo 3 iogurtes de morango; 
€ - Comprou pelo menos 5 iogurtes de morango. 


Qual o acontecimento união de X “sair uma consoante” e Z “sair uma vogal”? 





TarEra 12 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE) 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar um dado comum e verificar a face que sai, 
identificada pelo número de pintas. Compara os seguintes acontecimentos: 


a) A “saída de face par” 
b) B “saída de número ímpar superior a 2” 


c) C “saída de número para superior a 2” 
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ExERCÍCIOS 
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1. Um baralho de cartas completo tem 52 cartas (13 cartas em cada naipe). Tira-se uma 
carta de um baralho completo. 


1.1 Seja À o acontecimento: sair uma Dama. 
Escreve, em linguagem corrente, o acontecimento contrário de A. 


Escreve, em linguagem corrente, dois acontecimentos incompatíveis, mas não 
contrários. 


Seja Bo acontecimento: sair um Às. 


Seja Co acontecimento: sair uma carta de espadas. 


Utilizando apenas estes dois acontecimentos e as operações de intersecção, reu- 
nião e complementação, caracterize os seguintes acontecimentos: 


1.3.1 Sair o Ás de Espadas. 
1.3.2 Sair uma carta de Copas ou de Ouros ou de Paus. 
2. Tira-se uma carta de um baralho de 52 cartas. 


2.1 Seja À o acontecimento: sair uma Dama. 
Indica, em linguagem corrente, o acontecimento contrário de A. 


Indica, em linguagem corrente, dois acontecimentos incompatíveis, mas não con- 
trários. 


Seja B o acontecimento: sair um Às. 


Seja Co acontecimento: sair uma carta de espadas. 


Utilizando apenas estes dois acontecimentos e as operações de interseção, reu- 
nião e complementação, caracteriza os seguintes acontecimentos: 


2.3.1 Sair o Ás de Espadas. 


2.3.2 Sair uma carta de Copas ou de Ouros ou de Paus. 
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Como O acaso comanda as Nossas vidas 


“Poderá a nossa vida depender mesmo dessas 
minudências que em nada parecem estar relacio- 
nadas umas com as outras — e que, eventualmen- 
te, determinam o seu decurso? 


Esse é o tipo de questões que nos fascinam e, ao 
mesmo tempo, fazem estremecer por dentro. E 
deve ter sido esse sentimento ambivalente que o 
filósofo Johann Gottfried von Herder terá sen- 
tido quando descreveu o acaso como “um dos 
dois grandes tiranos da Humanidade” (o outro 
era, para ele, o tempo). Os cientistas também se 
mostraram assustados com o caos no Universo 
quando começaram a aperceber-se do pouco que 
a Natureza obedece às nossas noções de ordem. 
Em 1970, o biólogo molecular e Prémio Nobel 
francês Jacques Monod ainda descrevia o ser hu- 
mano como um resultado feliz no grande jogo de 
lotaria da Natureza, que, finalmente, tinha de 
admitir a sua precariedade existencial: “O Ho- 
mem sabe agora que é como um cigano acam- 
pado num qualquer limite de um Universo surdo 
à sua música e indiferente às suas esperanças, 
ao seu sofrimento e aos seus crimes.” Ao longo 
dos últimos anos, contudo, a ciência ocupou-se 
com uma tal intensidade do imprevisível que o 
estremecimento do pânico deu lugar ao espanto. 


O que é que se esconde então por detrás dessas 
estranha manifestação, acerca da qual muitos 
afirmam que não passa de uma ilusão? Os ma- 
temáticos provaram que o acaso ocorre mesmo 
quando tudo está ordenado de acordo com regras 
rígidas; os físicos investigam a origem do acaso e 
explicam por que é que não o podemos evitar; os 
biólogos evolucionistas apercebem-se, cada vez 
mais, do muito que a existência humana deve 
ao acaso. Estudos psicológicos abrangentes acen- 
tuam o factor imprevisibilidade no desenvolvi- 
mento da personalidade e do amor. Finalmente, 


os investigadores do cérebro e os filósofos expli- 
cam por que é que temos tanta dificuldade em 
relacionar-nos de uma forma pacífica com essa 
força geradora. Os seus trabalhos fundamentam 
a crença arreigada a conceitos como o destino, 
ou um plano superior a que nos encontramos 
submetidos. 





O poder do acaso é bem maior do que tudo aqui- 
lo que até agora pudemos imaginar. A sua inves- 
tigação abrange as grandes incógnitas da ciência, 
como a questão da constituição do mundo ou da 
origem da vida e tem, simultaneamente, a ver 
também com a existência e a biografia de cada 
um de nós. E, no entanto, quem aqui espreita 
não é o demónio da desordem que o iluminista 
Herder tanto amaldiçoou. A língua inglesa desde 
sempre acentuou os aspectos amigáveis do acaso: 
“chance” significa também oportunidade e até 
“sorte”. 


A própria ciência também reconheceu esse lado 
do acaso — e começa agora a aprender a aprovei- 
tá-lo. Sistemas sensíveis, como os circuitos elec- 
trónicos, podem estabilizar-se sob o seu efeito e, 
no fundo, também é assim que os nossos cérebros 
funcionam. E o acaso não só é o motor da Evo- 
lução, como também o de toda a criatividade 
humana. Até mesmo as nossas características 
mais humanas — como o altruísmo, a compaixão, 
a capacidade de estabelecer valores morais — não 
existiriam se o nosso comportamento fosse sem- 
pre previsível.” 


(adaptado de Stefan Klein, “Como o Acaso Comanda as Nossas Vidas”, Lua de Papel, 2008) 
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SÍNTESE 





O essencial passado em revista 


A Teoria da Probabilidade fornece modelos matemáticos especiais, a que se chama mode- 
los probabilísticos, para conseguir descrever com clareza todos os fenómenos aleatórios. 


População - conjunto de elementos ou indivíduos (não necessariamente pessoas) com carac- 
terísticas comuns. 


Variável — característica comum a uma população que assume valores diferentes de indivíduo 
para indivíduo. 


Experiência aleatória — é o processo que permite obter uma observação ou resultado tal que: 


a) antes da observação do fenómeno não se tem conhecimento suficiente para dizer qual dos 
resultados se vai verificar; 


b) é possível fazer um grande número de realizações, independentes, da experiência; 


c) admite-se que é possível encontrar números entre O e 1, que representam a frequência rela- 
tiva com que se verificam os resultados individuais de cada realização da experiência. 


Espaço de resultados S — conjunto de resultados possíveis associados a uma experiência 
aleatória. 


Acontecimento — é um subconjunto do espaço de resultados S. 


Acontecimento elementar — é um acontecimento constituído por um único resultado, ou seja, 
um subconjunto do espaço de resultados S formado por um único elemento. 


Acontecimento certo — é um acontecimento igual ao espaço de resultados 8. 


Acontecimento impossível —- é um acontecimento igual ao conjunto vazio, representado por 


(Ô. 


Acontecimento complementar ou contrário do acontecimento A — é o acontecimento cons- 


tituído por todos os resultados de S que não estão em A. Representa-se por 4º ou 4. 





Acontecimento interseção dos acontecimentos À e B — é o acontecimento que se realiza se 
e somente se 4 e B se realizam simultaneamente. Ou seja, é o acontecimento constituído por 
todos os resultados que estão em A e estão em B. Representa-se por ANB. 


Acontecimento união dos acontecimentos A e B - é o acontecimento que se realiza se e 
somente se pelo menos um dos acontecimentos A ou B se realiza. Ou seja, é o acontecimento 
constituído por todos os resultados que pertencem a A ou a B. Representa-se por AUVUB. 





Acontecimento diferença dos acontecimentos A e B — é o acontecimento que se realiza se o 
acontecimentos A se realiza mas sem que B se realize. Ou seja, é o acontecimento constituído 
por todos os resultados que pertencem a A e não pertencem a B. Representa-se por AN B. 





Leis de De Morgan 


Vimos na lição n.º 3 que a conjunção de duas proposições só é verdadeira quando as duas pro- 
posições forem simultaneamente verdadeiras. E vimos na lição n.º 4 que a disjunção de duas 
proposições só é falsa quando as duas proposições forem simultaneamente falsas. Mas isto significa 
que a disjunção de duas proposições é falsa quando as negações das duas proposições forem ambas 
verdadeiras. Podemos exprimir isto do seguinte modo: 


Lei: Dizer que a negação da disjunção de duas proposições é verdadeira é o mesmo que dizer que 
a conjunção das negações das duas proposições é verdadeira. 


Por exemplo, dizer que a proposição 


-(T>9vT<-2) 
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é verdadeira é o mesmo que dizer que a proposição 
(-7T>9an(-T<-2) 


é verdadeira. Podemos ainda escrever esta última proposição como (7 <9)A(7 >-2). Também po- 
demos, pelas mesmas razões, enunciar a lei 


Lei: Dizer que a negação da conjunção de duas proposições é verdadeira é o mesmo que dizer que 
a disjunção das negações das duas proposições é verdadeira. 


Ou seja, as proposições -(T>9vT<-2) e(-7>9A(-7<-2) são equivalentes. Esta última pode 
ainda escrever-se, obviamente como (- 7>9)A(-T7<-2). 


Estas leis podem ser expressas em termos de conjuntos da seguinte maneira: 


Leis de De Morgan 


Consideremos dois conjuntos A e B. O complementar da interseção de À e B é igual à reunião dos 
complementares dos conjuntos dados, isto é 





ANnB=AUB 


Por exemplo, 





[2,4]n [3,5 


= [2,4]0[3,5] 
=] — oo, 2JU|4, +os[U] — 09, 3[U]5, +oo] 
=) nd JU, +oo[ 


Também se tem que o complementar da reunião dos conjuntos A e B é igual à interseção dos com- 
plementares dos conjuntos dados, isto é, 





AVB=ANB 


Por exemplo 





[2,4]U[3,5]=[2,4]n[3,5] 
= (|-0s,2[U ]4, + DU (|-oo,3[U |5,+09/) 
= |-00,2[U |5,+º0] 
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Exercícios globais 


Pratica + 


1. Observa a roda da sorte da figura. 


EVA 
Cy 


Considera a experiência: “rodar o ponteiro e anotar o número que sai”. 






11 Indica o espaço de resultados. 


1.2 Indica o subconjunto do espaço de resultados associado a cada um dos seguintes acon- 
tecimentos. 


1.2.1 Sair número par. 
1.2.2 Sair número primo. 
1.2.3 Sair múltiplo de 4. 
1.2.4 Sairlou 2. 

1.2.5 Sair 7. 

1.2.6 Não sair 7. 

1.2.7 Sair 15. 

1.2.8 Não sair 15. 


1.3 Considera os acontecimentos: 
A: Sair número ímpar. 
B: Sair número menor que 3. 


Utilizando apenas estes dois acontecimentos e as operações de Interseção, reunião e 
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complementação, caracteriza os seguintes acontecimentos: 


1.3.1 Sair número par. 

1.3.2 Sair número 1. 

1.3.3 Sair 2 ou sair um número ímpar. 

1.3.4 Sair número par maior do que 3. 
2. — Lança-se uma moeda três vezes consecutivas. 


Representa por C a saída da face cara e por É a saída da face Europa, resolve as se- 
guintes alíneas: 


2.1 Indica os espaço de resultados. 


2.2 Indica o subconjunto do espaço de resultados associado a cada um dos seguintes acon- 
tecimentos: 


2.2.1 


Sair cara no 1.º lançamento, Europa no 2.º e cara no 3.º. 


2.2.2 Sair cara no primeiro lançamento e Europa no 2.º. 
2.2.3 Sair cara no 3.º lançamento. 
2.2.4 Sair cara uma só vez. 
2.2.5 Nunca sair cara. 
2.2.6 Sair sempre cara. 
2.3 Traduz em linguagem corrente os seguintes acontecimentos: 

2.3.1 “A(E,C,C)(C,E,C) (C,C,E)) 
2.3.2 ((EE,C) (EEE) 

3. Considera a experiência aleatória que consiste em verificar o sexo dos filhos das famílias de 


dois filhos. 


3.1 Indica qual o espaço de resultados associado a esta experiência. 


3.2 Considera o acontecimento “pelo menos um dos filhos é do sexo masculino”. Represen- 
ta por um diagrama de Venn este acontecimento. 


4. Considera experiência aleatória que consiste em retirar 2 CD's, de uma caixa de 5 CD's, em 
que 2 estão avariados. Representa, através de um diagrama de Venn, o espaço de resultados 
e o acontecimento A = (pelo menos um CD está avariado. 


5. Considera S = (a,e,i,o,ut o espaço de resultados de uma experiência aleatória. Sejam A e B 
dois acontecimentos: 


A=laijeB=l(eiu). 


Representa, sob a forma de conjuntos, os acontecimentos: 
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5.1 B; 

5.2 AU B; 
5.3 AnB; 
5.4 B-A. 


6. Em Coimbra existem três jornais: O Diário de Coimbra; O jornal as Beiras e a o jornal a 
Cabra. 


Percentualmente as assinaturas destes jornais distribuem-se da seguinte maneira: 40% assi- 
nam o Diário de Coimbra, 35% as Beiras e 25% a Cabra. 


Sabe-se ainda que 18% assinam o Diário de Coimbra e as Beiras, 15% assinam o Diário de 
Coimbra e a Cabra, 12% assinam as Beiras e a Cabra, sendo os três jornais assinados por 
4% da população. 


6.1 Constrói um diagrama de Venn que represente a distribuição das assinaturas pelos três 
jornais. 


6.2 Indica a percentagem da população que: 
6.2.1 não assina qualquer um dos três jornais. 
6.2.2 assina apenas as Beiras; 


6.2.3 não assina a Cabra. 
Pensa e Resolve + 1 


1. — Tiram-se sucessivamente duas cartas de um baralho de 52 cartas, não repondo no baralho a 
primeira carta extraída. 


1.1 Quantos elementos tem o espaço de resultados? 
1.2 Seja À o acontecimento: sair pelo menos um Rei. 
Indica, em linguagem corrente, o acontecimento contrário de À. 


2. A tua calculadora gráfica permite-te simular o lançamento de duas moedas ao ar, fazendo 
com que ou sai o número O ou o número 1, usando a instrução randInt (0,1,2). Repara 
na imagem seguinte: 
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Considera os seguintes acontecimentos: 





A: sair apenas o número 1; 
B: sair pelo menos um número 1; 


C: sair número O em ambos os resultados. 
2.1 Representa em extensão os acontecimentos B- A, AnB, BnC e BVC. 
2.2 Alguns dos acontecimentos dados são disjuntos? E contrários? Quais? 
3. Define um modelo de probabilidade para cada uma das experiências aleatórias seguintes: 
3.1 Lançamento de duas moedas equilibradas e registo da face voltada para cima; 
3.2 Lançamento de três moedas equilibradas e registo das faces voltadas para cima; 


3.3 Extração sucessiva, sem reposição, de duas bolas de um saco onde existem quatro bolas 
de cor diferente e registo da cor. 


4. Na figura encontra-se representada uma planificação de um dado. 





1. É possível? É provável? 31 


Indica o conjunto de resultados de cada uma das experiências: 
4.1 Lançamento do dado e registo da letra que aparece na face de cima; 


4.2 Lançamento do dado e registo da cor voltada para cima. 


De uma urna que contém duas bolas amarelas, uma roxa e uma vermelha, retira-se uma bola 
ao acaso e regista-se a cor. 


5.1 Qual o espaço de resultados? 
5.2 Quais os acontecimentos elementares? 


5.3 Considera os seguintes acontecimentos: 


A: Sair bola roxa; 
B: não sair bola vermelha; 
C: sair bola castanha; 


D: não sair bola branca. 


5.3.1 Representa os acontecimentos por conjuntos. 


5.3.2 Indica um acontecimento certo e um acontecimento impossível. 


Reflete + 1 1 


1. 
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Considera a experiência aleatória que consiste em averiguar num grupo de 5 amigos, consti- 
tuído pelo João, Manuel, Tiago, Tomás e David, se praticam algum desporto e se são casados 
ou não. Se soubermos que o João, o Tomás e o David são casados e que o Tiago e David 
praticam desporto, um diagrama de Venn pode ser útil. 


No projeto educativo de uma escola secundaria estão previstas três atividades: realizar um 
Magusto; realizar um jantar de Natal; realizar uma Caminhada de fim de ano. 


G 
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Considera os acontecimentos: 


M: realizar o Magusto; 


1. É possível? É provável? 


N: realizar o jantar de Natal; 


C: realizar a Caminhada. 

2.1 Traduz em função de M, Ne C os seguintes acontecimentos: 
2.1.1 - Realizar-se pelo menos uma das três atividades; 
2.1.2 Realizarem-se as três atividades; 

2.1.3  Realizar-se uma só atividade; 


2.1.4 Não se realizar nenhuma das atividades. 


2.2 O que concluis sobre a realização das três atividades se Mn(N NC) for um aconte- 
cimento certo? 


3. Num saco há quatro bolas numeradas de 11 a 14. 
Extraem-se duas bolas, uma de cada vez, sem reposição, e regista-se o número de cada uma. 
Considera os acontecimentos: 
A: sair pelo menos um número ímpar; 
B: saírem só números ímpares; 


C: a soma dos dois números ser 25. 
3.1 Define, em extensão, os acontecimentos A, Be €. 


3.2 Considera os acontecimentos dados, dois a dois, e classifica-os em compatíveis e in- 
compatíveis 


3.3 Traduz em linguagem corrente o acontecimento contrário de cada um dos acontecimen- 
tos dados. 


CONSELHOS PARA OS EXAMES - N.º 1 


Sempre que se pensa em testes ou exames, pensa-se automaticamente em stress, ansiedade e nas 
suas manifestações. No entanto, os testes são um facto da vida e o mais certo é que eles ocorram 
ao longo de toda a vida e que sejam o modo mais utilizado para demonstrar conhecimentos e ca- 
pacidades. Por isso, é importante aprender a lidar com o stress e a ansiedade que os testes /exames 
inevitavelmente envolvem para que seja possível controlar os seus sintomas, e assim, transformar a 
ansiedade e o stress de algo incapacitante para algo estimulante. 


Aqui vão algumas dicas. Provavelmente nem todas vão funcionar contigo mas, esperemos, pelo me- 
nos te encoraje a começar a pensar e a preparares-te para testes e exames de um modo geral. 


Preparação: 


a) Organiza um horário de revisões que seja realístico. Lembra-te que é a qualidade do teu tempo 
de estudo que importa e não a quantidade. 
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b) Quando estiveres a rever a matéria faz mais que olhar para uma página com esperança que algum 
milagre aconteça e que a matéria se transfira automaticamente para o teu cérebro! Desenvolve 
um método de estudo que resulte contigo. 


c) Não consumas estimulantes, bebidas com cafeína (refrigerantes, café ou mesmo chá). Embora 
estas bebidas te façam sentir melhor durante o dia, vão dificultar o repouso à noite. 


d) Para de estudar cerca de uma hora antes de ir para a cama e dá descanso ao seu cérebro. Ouve 
música, toma um banho, lê alguma coisa leve ou vê um pouco de televisão. O teu cérebro não 
é como um interruptor que pode simplesmente desligar-se, precisa de um período de transição 
para se ajustar. 


No Exame: 


e) Não te enganes na data do exame. Reconfirma sempre a data, a hora e o local do exame. Nada 
é mais desagradável do que ser apanhado de surpresa. 


f) Como preparação para os diferentes tipos de testes e exames, provavelmente já terás realizado 
dezenas de exercícios e de fichas mas, antes de entrar em cada exame, faz uma revisão mental e 
relembra os objectivos da matéria. 


g) Na noite anterior prepara o material que poderás precisar para o teste como canetas, calculado- 
ras ou outro material especializado para que não entres em pânico no dia do exame. 


h) Alimenta-te convenientemente às refeições. Come uma pequena guloseima antes de cada exame. 
Lembra-te de manter uns bons níveis de energia. Os teus níveis de açúcar precisam de estar um 
pouco altos para que o cérebro funcione com todo o seu esplendor. 


i) Antes do exame, num espaço calmo, mais ou menos privado (ex: quarto de banho) feche os olhos 
e respire calma e profundamente 10 vezes. Este exercício vai fazer com que se acalmes. Além 
disso, pode repeti-lo durante o exame ou em alturas que se sinta a entrar em pânico. 


J) Evita conversas que sabes que te vão alterar antes do exame... as discussões têm tempo para 
acontecer, antes dos exames é que não. Do mesmo modo, evita pessoas que consideres aborreci- 
das ou que te “tiram do sério”. 


k) Se a mesa onde vais fazer o exame abana, pede outra. Se não for possível, põe algo debaixo da 
perna da mesa antes de começar o exame. 


1) Começou o exame! Mantém a calma e lê o enunciado todo antes de começar, pelo menos duas 
vezes, marcando, da segunda vez, as questões que consegues fazer mais facilmente. 


m) Lê as questões que marcaste anteriormente com atenção. Essa é a tua “lista fácil”. Fazer 
primeiro as perguntas que consideras fáceis vai dar-te motivação e ânimo para fazer as outras 
mais difíceis. 


n) Lê as perguntas cuidadosamente. Os professores não querem ler mais do que aquilo que per- 
guntaram... Vale a pena ponderar no que será relevante na questão e organizar a tua resposta 
mentalmente ou na folha de rascunho. Só então começa a escrever. 


o) Se te mantiveres calmo vais ter tempo para responder a todas as questões. Se for mais fácil para 
ti, divide o tempo do exame pelo número de questões que tens que fazer. 
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Depois do exame: 


Se tudo correu bem, irás ter a nota por que tanto te esforçaste, no entanto, nem sempre o esforço 
efectuado é recompensado... e podes reprovar no exame... tem noção que não é o fim do mundo... é 
apenas um exame... terás outras oportunidades para recuperar esta nota. Pergunta aos seus profes- 
sores como... 


(adaptado de um texto de Lara R. Alves, Psicóloga Clínica) 


Itens de exames 


1. Uma caixa, que designamos por caixa 1, contém duas bolas pretas e três bolas verdes. Uma 
segunda caixa, que designamos por caixa 2, contém duas bolas pretas e uma bola verde. 


Considera a seguinte experiência: retirar, ao acaso, uma bola de cada caixa. 


Seja X o acontecimento: “número de bolas verdes que existem no conjunto das duas bolas 
retiradas”. 


Qual o espaço de resultados 92 associado a esta experiência? 


2 Um saco contém dez bolas. 


Quatro bolas estão numeradas com o número 1, cinco com o número 2 e uma com o número 
3. 


2.1 Considera a seguinte experiência: “extrai-se, ao acaso, uma bola do saco”. 
Qual o espaço de resultados 92 associado a esta experiência? 


2.2 Considera agora a experiência: “tiram-se simultaneamente, ao acaso, duas bolas.” 
2.2.1 Determina o espaço de resultados Q associado a esta experiência? 


2.2.2 Considera os acontecimentos: 


A: “a soma das bolas é par” 
B: “a soma das bolas é 3” 
Escreve, em extensão, os conjuntos associados aos acontecimentos: 
A,B, AUVB, AnC. 
3. Na figura está representado um dado equilibrado, bem como a respetiva planificação. 


Conforme se pode observar na figura existem três números em cada face. 
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Lança-se este dado uma só vez e observam-se os números da face que fica voltada para cima. 
Diz-se então que saíram esses três números. 


3.1 Seja R o acontecimento “os números saídos são todos iguais”. 


Seja S o acontecimento “a soma dos números saídos é igual a 3” 


Determina em extensão os conjuntos associados aos seguintes acontecimentos: S; R; 
SUR, Snk. 


3.2 Determina a probabilidade do produto dos três números ser nulo. 


Prova global 


45 minutos 


Considera quatro caixas com fichas azuis e fichas vermelhas 


*y ty ty ty 


4.1 Considera a seguinte experiência: “Escolhe-se ao acaso uma caixa”. 





Indica qual o espaço de resultados associado a esta experiência. 


4.2 Foi dada à Rita uma caixa, da qual ela retirou uma ficha, registou a cor e voltou a 
colocar a ficha dentro da caixa. 


A Rita repetiu este procedimento durante dez vezes tendo obtido o seguinte resultado: 
AVAV,AV,A,V,A,V. 


Consegues identificar a caixa que foi dada à Rita? Justifica a tua resposta. 


4.3 Dá a tua opinião, devidamente fundamentada, sobre cada uma das seguintes afirma- 
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ções: 
4.3.3 É mais provável obter ficha azul na caixa 1 do que na caixa 4. 
4.3.4 É mais provável obter ficha vermelha na caixa 2 do que na caixa 3. 


5. Qual o espaço de resultados associado à experiência aleatória: “lançamento de uma moeda 
de 1€ três vezes? 


6. Considera a experiência aleatória que consiste no lançamento de dois dados. 

6.1 Representa, em extensão, o espaço de resultados 9, associado a esta experiência. 

6.2 Representa cada um dos seguintes acontecimentos sob a forma de subconjuntos de Q. 
6.2.1 A: “A soma das pontuações é ímpar”. 
6.2.2 B:“A soma das pontuações é 7”. 
6.2.3 €C: “O produto das pontuações é 21”. 
6.2.4  D:“A soma das pontuações é maior que 6”. 
6.2.5 E: “O produto das pontuações é um número par”. 

6.3 Algum dos acontecimentos anteriores é elementar, certo, ou impossível? Justifica. 


6.4 Determina, em extensão, os conjuntos associados aos acontecimentos: 


6.4.1 AUB 
6.4.2 AnB 
6.4.3 CUE 
6.4.4 BnD 
6.4.5 AnE 
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O mal é sempre mais provável que o bem 
Popular 


Aproveitar o Tempo 

Álvaro de Campos 

Aproveitar o tempo! 

Mas o que é o tempo, que eu o aproveite? 
Aproveitar o tempo! 

Nenhum dia sem linha... 

O trabalho honesto e superior... 

O trabalho à Virgílio, à Mílton... 

Mas é tão difícil ser honesto ou superior! 

É tão pouco provável ser Milton ou ser Virgílio! 


Já vimos na tarefa 2a) do capítulo anterior que a experiência aleatória que consiste em lançar um 
dado comum e verificar a face que fica virada para cima, identificada pelo número de pintas, pode 
ser estudada considerando os diferentes acontecimentos elementares (1), (2), (3), (4), (5), (6) e 
observando que todas as faces podem ficar viradas para cima com igual probabilidade; como há 6 
faces, a probabilidade de cada acontecimento elementar terá de ser 1/6: 

Número de pintas da: : 

face que fica virada: il 2 3 4 5 6 

para cima 


Probabilidade 1/6 0 1/6 





Este exemplo é simples pois é evidente que todos os acontecimentos elementares são igualmente 
prováveis. À questão que se põe é: como atribuir probabilidades aos diferentes acontecimentos num 
caso geral em que não sejam todos igualmente prováveis? 


Pensemos, por exemplo, na experiência aleatória que consiste em verificar 
qual o resultado do jogo de futebol Benfica-Porto no próximo campeonato 
ou taça. O espaço de resultados é constituído pelos resultados S = (Benfica 
ganha, Benfica empata, Benfica perdek. Como atribuir probabilidades a 
cada um destes acontecimentos elementares? Estamos perante uma situa- 
ção em que diferentes pessoas proporão diferentes modelos de probabilida- 
de, baseado nas suas avaliações do poder de cada equipa no momento con- 
siderado. Mas também podemos considerar o conjunto dos jogos passados 
entre as duas equipas. Consideremos separadamente os jogos em casa do 
Benfica e os jogos em casa do Porto. Em casa do Benfica, para o Campe- 
onato Nacional, as duas equipas disputaram desde 1934 até abril de 2012, 
um total de 78 jogos. Como o Benfica ganhou 41 jogos, empatou 23 e per- 
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Benfica O - 1 Porto por José Goulão, 


http: //commons.wikimedia.org /wiki/File: Youth. hiking. JPG 


deu 14, temos algumas razões para considerar o seguinte modelo 


Em casa do Porto, para o Campeonato Nacional, as duas equipas disputaram desde 1934 até abril 
de 2012, um total de 79 jogos. Como o Benfica ganhou 12 jogos, empatou 20 e perdeu 47, temos 
algumas razões para considerar o seguinte modelo 











Acontecimento Benfica ganha Benfica empata Benfica perde 


Probabilidade 12/79 20/79 


Estes exemplos mostram-nos como a análise de cada situação nos poderá permitir encontrar as pro- 
babilidades de cada acontecimento elementar e, assim, construir o modelo de probabilidade de cada 
experiência aleatória. Preparando-nos para situações cada vez mais complexas, clarifiguemos quais 
as propriedades a que deve satisfazer a noção de probabilidade: 


Probabilidade de um acontecimento — é um número que mede a possi- 
bilidade de esse acontecimento se realizar. 


Consideremos uma experiência aleatória que conduza a um espaço de resultados S contável, isto é, 
que só assume um número finito de resultados distintos ou então pode ser enumerado e que repre- 
sentamos por E,, E,, E,, .... Então, qualquer que seja o modo de construir o modelo de probabilida- 
de (isto é, obter as probabilidades associadas aos acontecimentos elementares que constituem o es- 
paço de resultados), vamos estabelecer a partir de agora as seguintes regras básicas: 


Regras para a Probabilidade de um acontecimento 


Regra 1 - A probabilidade P(E) de qualquer acontecimento elementar E é 
um número compreendido entre 0 e 1, podendo ser igual a O ou igual a 1: 


O< P(B)<i 
Regra 2 — A soma das probabilidades dos acontecimentos elementares que 
compõem o espaço de resultados S — (E, E,, E, ..; é iguala 1: 
Pb PENA PE) qa] 


Regra 3 — A probabilidade P(A) do acontecimento A é igual à soma das 
probabilidades dos acontecimentos elementares que compõem A, isto é, se 


A = EUVEVE,U... eseE, E, E,, .. são acontecimentos elementares, 
então: 


A=P(E) + P(E,) + P(E) +... 


Estabelecidas as bases da construção de Modelos de Probabilidade, precisamos agora de encontrar 
modos práticos de obter valores para as probabilidades dos acontecimentos associados a uma expe- 
riência aleatória. 
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Há várias abordagens possíveis para tal. Uma delas está baseada numa das características qua 
atribuímos a uma experiência aleatória: “é possível fazer um grande número de realizações, inde- 
pendentes, da experiência”. Se podemos repetir a experiência tantas vezes quanto quisermos, então 
vamos fazer exatamente isso, vamos registar a frequência relativa, isto é, a proporção, de cada 
acontecimento e depois atribuímos as probabilidades de acordo com essa proporção. Se repetirmos 
a experiência aleatória um número cada vez maior de vezes, a frequência relativa de cada aconteci- 
mento elementar tenderá a aproximar-se de algum valor entre 0 e 1 (podendo ser 0 ou ser 1). Tem 
sentido então interpretar esse valor como sendo a Probabilidade que podemos atribuir a cada 
acontecimento elementar. A este método de determinar a Probabilidade chama-se Aproximação 
frequencista de Probabilidade. 


Consideremos a experiência aleatória de lançar ao ar uma moeda com uma cara num lado e uma 
outra ilustração do outro lado (dita “coroa”). Efetuemos uma simula- 
ção na internet, por exemplo em http://shodor.org/interactivate/acti- 
vities/Coin/ 









para ver quantas caras À e coroas O aparecem em sucessivos lançamen- 
tos. 





' Lançamentos 10: 50. 90. 130. 170 * 210 : 250 : 290 : 330 
'  CarasA é Toi 28: 47: 65.1. 82 | 102: 121 : 142 : 162: 185 : 206 
Coroas O 


Freq. relat. A 


Sendo uma experiência aleatória não sabemos o que vai acontecer a seguir. Mas como supusemos 
que se pode repetir sempre de forma independente, o que observámos é razoavelmente representati- 
vo das propriedades desta experiência aleatória. Assim, como para muitas repetições da experiência, 
as frequências relativas para À e para O se vão aproximando razoavelmente de 0,5 é aceitável dizer 
que 


P(A) = P(O) = 0,5 


Isto não significa que à medida que o número de experiências cresça, a frequência relativa se vá 
aproximando cada vez mais do resultado, poderá oscilar; o que interessa é que vá estabilizando à 
volta de 0,5. 


Podemos agora adotar a seguinte definição: 
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TAREFA RESOLVIDA 1 


COLOCO CCC COLOCO CL COCLOCCCOCLLCCCLCLCCCLCCLCCOLCCCOCOCCCOCCLCCCC COLOCO LOCO LOCO Coco ooo. 


Suponhamos que numa experiência aleatória se lança um dado cúbico de 6 faces, se registam as 
pintas da face que ficou voltada para cima, e se obtiveram os seguintes resultados ao realizar 1000 
experiências: 





Em função destes resultados indica se se trata de um dado normal ou de um dado “viciado” e indica 
quais as probabilidades de cada acontecimento elementar. 


RESOLUÇÃO 


Como se trata de um dado de 6 faces, há seis acontecimentos elementares e o espaço de resultados 
da experiência aleatória é 


S = (1,2,3,4,5,6) 


Para um grande número de experiências o valor da frequência relativa de cada acontecimento ele- 
mentar deve aproximar-se da probabilidade desse acontecimento. Então as probabilidades deverão 
ser as da tabela 


Face Probabilidade 
nana RR O Oq 
E ga E CN 
na ES RR O 
E Fes AREA 
una RR 

6 27% 


Este dado não é claramente homogéneo pelo que se trata de um dado viciado, ou seja, um dado 
que, pela sua constituição física, não permite que as faces fiquem voltadas para cima com igual 
probabilidade. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 
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A NÃO ESQUECER 


À PROBABILIDADE DE UM ACONTECIMENTO ESTÁ PRÓXIMO DA FREQUÊNCIA DO ACONTECIMENTO QUANDO SE FAZ 
UM GRANDE NÚMERO DE EXPERIÊNCIAS ALEATÓRIAS. 


O “Jogo da Glória”, ou “Jogo do Ganso” é um jogo de tabuleiro que terá sido criado na Alemanha 
durante o Séc. XV, mas acabou por se popularizar, por volta do século XVI, em França. O nome 
“Jogo do Ganso”, parece vir do facto de, na Grécia antiga, o ganso ser tido como um animal sagra- 
do. Desde essa altura apareceram inúmeras versões em diferentes épocas e diferentes países e ainda 
hoje é um jogo popular. Neste jogo cada jogador parte de uma casa de partida e o objectivo é ser o 
primeiro a chegar à última casa do tabuleiro (que costuma ter 63 casas). Na sua vez de jogar, cada 
jogador lança um dado e avança o correspondente número de casas. À casa onde vai parar pode dar 
direito a um prémio ou a um castigo. Nalgumas versões a casa 9 nove é a chamada “casa da morte” 
por implicar a eliminação do jogo. Determina a probabilidade de um jogador ser eliminado do jogo 
usando a definição frequencista. 


calefelaefoe(=/57 
SECOREa 







(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 
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ExERCÍCIOS 


O Joaquim tem um leitor MP3 com 250 músicas. Se ele tiver 50 músicas portuguesas 
e 200 estrangeiras e puser o leitor a funcionar no modo aleatório, qual será a probabi- 
lidade de ouvir uma canção portuguesa? 


Suponhamos agora que no leitor MP3 do Joaquim ele tem 120 ficheiros de música e 60 
ficheiros de vídeos musicais. Se ele puser o leitor a funcionar no modo aleatório, qual 
será a probabilidade de ouvir um vídeo musical? 


No lançamento de um dado 800 vezes verificou-se que a face 1 saiu 104 vezes, a face 2 
saiu 96 vezes, a face 3 saiu 110 vezes, a face 4 saiu 100 vezes, a face 5 saiu 94 vezes e 
a face 6 saiu 296 vezes. 


Voltámos a lançar o mesmo dado, mas desta vez só lançamos o dado 8 vezes e obtive- 
mos: a face 1 uma vez, a face 2 saiu 1 vez, a face 3 saiu 1 vez, a face 4 saiu 2 vezes, a 
face 5 não saiu nenhuma vez e a face 6 saiu 3 vezes. 


Poderemos afirmar que este dado é viciado? Justifica convenientemente a tua resposta. 


O João lançou uma moeda equilibrada ao ar nove vezes, nas nove vezes ele obteve 
Cara. Será possível que o João obtenha Coroa no décimo lançamento? 


Numa folha de cálculo é possível simular o lançamento de um dado cúbico usando a 
instrução 

















=RANDBETWEEN (1,6) 


que nos fornece um número aleatório entre 1 e 6, exatamente os resultados possíveis no lan- 
çamento de um dado cúbico equilibrado. 


5.1 Usando uma folha de cálculo para simular o lançamento de 500 dados que resul- 
tados se podem esperar? 


5.2 Usa uma folha de cálculo para simular o lançamento de 500 dados. Que relação 
existe com os resultados esperados? Porquê? 


Supõe que simulas com uma calculadora gráfica, ou na Internet, o lançamento de um 
dado 1200 vezes. 


Com uma calculadora gráfica podes usar, por exemplo, as seguintes abordagens: 
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Exercícios (CONT.) 


http://www nelsonsousa.pt /index.php?lang=pt&cat=2&subcat=3&article=29 
http://www .apm.pt/portal/index.php?id=26902 

Na internet podes usar, por exemplo, as páginas 

http://alea-estp.ine.pt /html/probabil/html/cap 02/html/cap2 1 2.html 
http://www2.whidbey.net/ohmsmath /webwork javascript /diceroll.htm 
http://www .random.org/dice/ 


Considera o acontecimento A: “sair face 6”. 


1.1 Qual a frequência absoluta esperada para o acontecimento A? 


1.2 Admite que o acontecimento A ocorreu 160 vezes. Poderás concluir que o dado 
é viciado? 


1.3 Como organizarias uma experiência para verificar se o dado é ou não viciado? 





Vejamos agora uma abordagem diferente do conceito de probabilidade. 





Retomando o exemplo do lançamento de um dado cúbico comum, isto é a experiência aleatória que 
consiste em lançar esse dado e verificar a face que fica virada para cima, identificada pelo número 
de pintas, relembremos que os diferentes acontecimentos elementares são (1), (2b, (3h, (4h, 15), 
[6 e que as faces podem ficar viradas para cima com igual probabilidade; Havendo 6 acontecimen- 
tos elementares de igual probabilidade a ser considerados, a probabilidade de cada acontecimento 
elementar terá de ser 1/6: 
Número de pintas da: 
face que fica virada 1 2 
para cima 


Probabilidade 





Vamos tentar esta ideia de os acontecimentos elementares serem igualmente prováveis. A questão 
que se põe é: como atribuir probabilidades aos diferentes acontecimentos num caso geral em que não 
sejam todos igualmente prováveis? 


44 2. Probabilidade 










Consideremos agora a experiência aleatória que consiste em retirar, sem olhar, um berlinde de uma 
caixa com 5 berlindes, 3 amarelos e dois azuis, e depois ver a respetiva cor. 





Qual a probabilidade de retirar um berlinde azul? Claro que não será igual à de retirar um berlinde 
amarelo! Como existem 2 berlindes azuis num total de 5 berlindes, é sensato afirmar que a proba- 
bilidade de retirar um berlinde azul seja de 2/5. E, claro, a probabilidade de retirar um berlinde 
amarelo deverá ser 3/5. 


Se num baralho de 52 cartas devidamente baralhado tentarmos determinar a probabilidade de sair 
o ás de paus, podemos dizer imediatamente que, como a saída de cada uma das cartas é igualmente 
provável, a probabilidade de sair o ás de paus terá de ser igual a 1/52. De igual modo concluímos 
que a probabilidade de sair uma qualquer carta de paus é de 13/52 visto que há 13 cartas de paus 
e tanto essas como as restantes são igualmente prováveis. 


A 


So 








AS 
V 


a F| 











Mais geralmente, podemos enunciar o seguinte: 





Retomemos o exemplo dos berlindes, supondo agora que temos 7 berlindes azuis e 12 berlindes 
amarelos na caixa. Como há 19 acontecimentos elementares correspondentes a acontecimentos igual- 
mente possíveis, a probabilidade de cada um só poderá ser 1/19. Assim a probabilidade de sair um 
berlinde azul será de 7/19 visto que temos 7 acontecimentos elementares favoráveis ao nosso objeti- 
vo. 


Este exemplo dá-nos a ideia de considerar a seguinte definição: 
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Retomando o exemplo do baralho de 52 cartas, qual a probabilidade de sair um ás? Como há 4 ases, 
há 4 acontecimentos elementares favoráveis num total de 52 acontecimentos elementares correspon- 
dentes a cada uma das cartas do baralho. Assim, a probabilidade de sair um ás será de 


1/52 + 1/52 + 1/52 + 1/52 = 4/52 


E se quisermos saber a probabilidade de sair uma figura? Como há 12 figuras num baralho de 52 
cartas, a probabilidade de sair uma figura será igual a 


12x 1/52 = 12/52 = 3/13 


Cada um destes exemplos pode ser reescrito considerando que o que procuramos é o número dos 
acontecimentos elementares favoráveis, que dividimos pelo número de acontecimentos ele- 
mentares possíveis. Por exemplo, no baralho das 52 cartas, qual a probabilidade de sair uma 
carta de um naipe com pintas vermelhas? Como há 26 cartas vermelhas num total de 52 cartas, a 
probabilidade de sair uma carta com pintas vermelhas será de 


26 x 1/52 = 26/52 = 1/2 





Podemos representar simbolicamente este último quociente da seguinte maneira: 





casos favoráveis 
P(A) = 
casos possíveis 


Vamos aplicar esta definição à determinação da probabilidade de sair uma Dama num jogo de 52 
cartas. Como há 4 Damas num total de 52 cartas a probabilidade de sair uma dama é 
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TAREFA RESOLVIDA 3 


De um grupo constituído por duas raparigas e dois rapazes, selecionam-se ao acaso 2 jovens para 
realizarem um jogo de ténis. Qual a probabilidade de: 


a) Serem os dois rapazes? 


b) Ser um rapaz e uma rapariga? 
RESOLUÇÃO 


Designando os dois rapazes por El e E2 e as duas raparigas por R1 e R2 podemos dizer que o espaço 
de resultados da experiência aleatória que consiste em selecionar dois jovens de entre os quatro é 


[(E1,E2), (E1,R1), (E1,R2), (E2,E1), (E2,R1), (E2,R2), 
(R1,E1), (R1,E2), (R1,R2), (R2,E1), (R2,E2), (R2,R1)+ 
Os acontecimentos de que pretendemos calcular as probabilidades são 
“dois rapazes” = ((E1, E2), (E2, El)) 
“rapaz e rapariga” = ((E1,R1), (E1,R2), (E2,R1), (E2,R2), (R1,E1), (R1,E2), (R2,E1), (R2,E2)) 


Assim, as probabilidades pretendidas são: 
2 
P(dois rapazes) = — = 1 
1 6 
: 8 
P(rapaz e rapariga) = — = — 
12 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


A NÃO ESQUECER 


À PROBABILIDADE, SEGUNDO A DEFINIÇÃO DE LAPLACE, É O QUOCIENTE ENTRE O NÚMERO DE CASOS FAVORÁ- 
VEIS E O NÚMERO DE CASOS POSSÍVEIS. 


TAREFA 4 


Consideremos o seguinte jogo de dados entre dois jogadores: 
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Regras do JOGO dos dois DADOS 


a) Jogam dois jogadores. 

b) Em cada jogada, cada jogador lança um dado e somam-se os pontos dos dois dados. 
c) O jogador A marca um ponto se a soma for 5, 6, Tou 8. 

d) O jogador B marca um ponto se a soma for 2, 3, 4, 9, 10, 11 ou 12. 

e) Ganha quem primeiro obtiver 20 pontos. 


À questão a investigar é se neste jogo algum dos jogadores estará em vantagem em função das regras 
definidas para o jogo. 


Elabora um pequeno relatório com as tuas conclusões. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TaRrErA 5 


A CABRA OU O CARRO? 


“O leitor está num programa do tipo “Roda dos Milhões”. O apresentador do programa mostra-lhe 
três portas iguais. Por trás de uma delas está um maravilhoso e 
cintilante carro descapotável. Por trás de cada uma das outras 
está uma cabra. O objectivo do jogo é que o leitor escolha uma das 
portas, ganhando o prémio que ela esconde. 


As regras, no entanto, são as seguintes: o apresentador começa por 
lhe pedir que escolha uma das três portas, coisa que o leitor faz. 
Independentemente da sua escolha, o apresentador (que sabe onde 
está o carro) abre uma das duas portas não escolhidas, revelando 
uma cabra. Em seguida, vira-se para si e dá-lhe e possibilidade de 
trocar a sua escolha da porta inicial para a outra porta ainda fechada. 





O que é mais vantajoso? 


Trocar de portas ou manter a escolha inicial? Ou é indiferente? 


adaptado de texto de Jorge Buescu in, Ingenium — Nov.99 


Se fosses um dos jogadores desta “Roda dos milhões” o que farias? 


Numa pequena composição justifica devidamente a tua opção. 
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ExERCÍCIOS 


Vamos jogar com um dado equilibrado com 20 faces numeradas de 1 a 20 que lançamos 
uma única vez e registamos o número que aparece na face de cima. 


1.1 Qual o espaço de resultados desta experiência aleatória? SA 

1.2 Indica um acontecimento, um acontecimento elementar e um AA 
acontecimento impossível. “É]qE” 

1.3 Qual a probabilidade de obter um número par? 

1.4 Qual a probabilidade de obter um número múltiplo de 3? 

1.5 Qual a probabilidade de obter um número múltiplo de 6? 


1.6 Qual a probabilidade de obter um número maior do que 7? 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar um dado cúbico equilibrado 
e olhar para o número de pintas da face que fica em cima. Indica acontecimentos com 
probabilidade igual a: 


2.1 1/2; 
2.2 1/4; 
2.3 1/6; 
24 2/3. 


Abre-se ao acaso, um livro, ficando à vista duas páginas numeradas. Qual a probabi- 
lidade de a soma dos números dessas duas páginas ser ímpar? 


No lançamento de dois dados numerado de 1 a 6 qual a probabilidade do produto dos 
números saídos ser igual a 21? 


Cinco equipas A, B, C, De E participam num torneio de basquetebol. Cada equipa 
joga com as outras equipas duas vezes. Escolhe-se um jogo ao acaso. Qual a probabili- 


dade de a equipa A participar nesse torneio? TORNEIO SUPERMINIS 
SUB-12 MASCULINOS 


Cinco equipas A, B, C, De E participam num torneio de 
basquetebol. Cada equipa joga com as outras equipas uma as Reais o 
vez apenas. Escolhe-se um jogo ao acaso. Qual a probabili- ER A qusto Correia 
dade de a equipa A participar nesse torneio? 

EQUIPAS PARTICIPANTES: 


Quatro equipas A, B, Ce D participam num torneio de “a 

E é ê Olivais Coimbra 
basquetebol. Cada equipa joga com as outras equipas duas RE ciqueirense » 
vezes. Escolhe-se um jogo ao acaso. Qual a probabilidade de ns Cisueirense » 


a equipa À participar nesse torneio? 
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HistTóRIA(Ss) 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EESC 


Pierre Simon Laplace (1749-1827) 


Pierre Simon, Marquês de Laplace foi um mate- 
mático, astrónomo e físico francês que organizou 
a astronomia matemática, resumindo e amplian- 
do o trabalho dos seus predecessores nos cin- 
co volumes do seu célebre tratado “Mécanique 
Céleste” (Mecânica celeste) (1799-1825). Esta 
obra-prima traduziu o estudo geométrico da me- 
cânica clássica usada por Isaac Newton para um 
estudo baseado no cálculo matemático, conheci- 
do como mecânica física. 





Pierre Simon Laplace era filho de um pequeno 
trabalhador rural e deve a sua educação ao inte- 
resse incitado nalguns vizinhos abastados graças 
às suas habilidades e presença atrativa. De pupi- 
lo, tornou-se professor na escola local; tendo pe- 
dido uma carta de apresentação, foi a Paris ten- 
tar a sua sorte. Um trabalho sobre os princípios 
da mecânica instigou o interesse de d' Alembert 
e, sob sua recomendação, foi oferecido um lugar 
na escola militar a Laplace. 


Laplace tinha um amplo conhecimento de todas 
as ciências e dominava todas as discussões na 
Academia das Ciências de Paris. 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE) 


Laplace dedicou a maior parte da sua vida à as- 
tronomia matemática, culminando na sua obra- 
-prima sobre a demonstração da estabilidade 
dinâmica do sistema solar, com a suposição de 
que este consistia num conjunto de corpos rígi- 
dos movendo-se no vácuo. Foi também um dos 
primeiros cientistas a postular a existência de 
buracos negros. 


É lembrado como um dos maiores cientistas de 
todos os tempos (às vezes, chamado de Newton 
francês) com uma fenomenal capacidade mate- 
mática, natural sem par entre os seus contem- 
porâneos. Parece que Laplace não era modesto 
sobre as suas habilidades e realizações. Um vi- 
sitante da Academia das Ciências em Paris, em 
1780-81, relatou que Laplace deixava claro que 
se considerava o melhor matemático de França. 


Um dos temas em que trabalhou foi a teoria das 
probabilidades. No seu “Ensaio filosófico sobre 
as probabilidades”, Laplace projetou um sistema 
matemático de raciocínio indutivo baseado nas 
probabilidades. Laplace calculou que a probabi- 
lidade de o Sol nascer amanhã, dado que este 
nunca falhou em fazê-lo no passado, era 


d+1 
d+2 





Pr(Sol nascerá amanhã) = 


onde d é o número de vezes que o Sol nasceu no 
passado. Este resultado tem sido ridicularizado 
como absurdo; porém, Laplace, imediatamente 
após o exemplo, escreveu, “Contudo, este núme- 
ro [isto é, a probabilidade de que o Sol nascerá 
amanhã) é bem maior para aquele que, vendo na 
totalidade dos fenómenos o princípio que regula 
os dias e as estações, percebe que nada no atual 
momento pode impedir o seu caminho.” 


(adaptado de http://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre Simon Laplace sob os termos da licença Creati- 
ve Commons Attribution-ShareAlike 3.0, http: //creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/) 
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Já desenvolvemos algumas técnicas interessantes que nos permitem determinar a probabilidade de 
certos acontecimentos. Vamos agora estudar uma abordagem mais geral que nos permitirá estudar 
sem ambiguidades o conceito de probabilidade. Trata-se da definição axiomática de probabilidade 
que permite construir todo o edifício da probabilidade com 3 axiomas e 2 noções primitivas. 


Uma axiomática é um conjunto de noções primitivas (noções que não se definem) e de proposições 
(chamados postulados ou axiomas) que não se demonstram e a partir das quais se deduzem todas 
as propriedades. 


Axiomática da Probabilidade 
As noções primitivas são: espaço de resultados; acontecimento. 


Considere-se um espaço de resultados 5, finito, e um conjunto W de aconte- 
cimentos (isto é, subconjuntos de S) que satisfaçam as seguintes condições: 


a) Se um acontecimento A está em W, então o seu complementar A tam- 
bém está em W. 


b) Se dois acontecimentos A e B estão em W, então a sua união AU B 
também está em W. 


A cada elemento À e W associa-se um número que se chama Probabili- 
dade de A e que se representa por P(A). Os axiomas a que P(A) satisfaz 
são: 


1.º axioma - A probabilidade de qualquer acontecimento é sempre maior 
ou igual a zero: 


P(A)>0 
2.º axioma - A probabilidade do acontecimento certo, S, é 1: 
PiSp= 


3.º axioma - Se dois acontecimentos são disjuntos, a probabilidade da sua 
união é igual à soma das probabilidades de cada um 


Se AnB =D então P(AUB) = P(A) + P(B) 


A partir destes axiomas podemos obter uma série de propriedades das probabilidades. 


Propriedade 1 


A probabilidade do acontecimento impossível é zero, isto é, P(9) = 0 


Demonstração 


Os acontecimentos S e (9 são disjuntos (ou contrários) pois Sn $ =D. Então, pelo 3.º axioma, 
temos que 
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P(SUD) = P(S)+ P(D) 


Mas, pelo 2.º axioma, P(S) = 1. Logo, como SUIS = S, temos que 
P(S)=1+ P(D) 
Novamente pelo 2.º axioma, P(S) = 1, pelo que da igualdade obtida se conclui imediatamente que 
POSSO. 
c.q.d. 
1. Esta abreviatura quer dizer “como queríamos demonstrar.” 


A partir do momento que demonstrámos esta primeira propriedade, ela passa a ser utilizável nas 
demonstrações seguintes (visto que foi obtida apenas a partir dos axiomas). 





Demonstração 


Como os acontecimentos A e A são disjuntos, porque AN A=, então, pelo 3.º axioma temos 
que 
P(AVU A) = P(A) + P(4) 


Mas, pela definição de acontecimento contrário de A, temos que AU A=S. Pelo 2.º axioma fica- 


mos então a saber que P(AU A) = 1. Assim, vem que 
1= P(A) + P(4] 


Concluímos portanto que 


P(4] =1- P(4) 


c.q.d. 
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Demonstração 


Como se reconhece facilmente recorrendo a um diagrama de Venn, quaisquer que sejam os aconte- 
cimentos A e B podemos sempre dizer que se AC B então B é a união de A com a diferença entre 
Be 4, ou seja, temos que 


B=AU(B-A) 


Ss 





Além disso, os acontecimentos A e B-A são disjuntos. Assim, pelo 3.º axioma temos que 
P(B) = P(A)+ P(B- A) (9) 
Como os acontecimentos A e B são quaisquer sujeitos apenas à restrição de A estar contido em 
B, não sabemos o valor de P(B-A). Contudo, pelo 1.º axioma, essa probabilidade será um número 
positivo ou nulo. Ou seja, 
P(B-A)>0 
Mas então, da igualdade (*) podemos concluir imediatamente que 


P(A) < P(B) 


TarEra 6 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE 


c.q.d. 


Prova as seguintes propriedades da probabilidade, utilizando apenas os axiomas e as 3 propriedades 
já obtidas: 


Propriedade 4 


Qualquer que seja o acontecimento 4, 0< P(A)<1. 


Propriedade 5 


Se os acontecimentos A, Be C são disjuntos dois a dois então 


P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) 
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TAREFA 7 


Prova as seguintes propriedades da probabilidade, utilizando apenas os axiomas e as 3 proprie- 
dades já obtidas: 


Propriedade 6 


Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B 


P(A-B)=P(A)-P(ANB) 





Demonstração 
Recorrendo a um diagrama de Venn é fácil concluir que 


AVB=(A-B)JU(ANB)U(B-A) 





Então, como estes conjuntos são todos disjuntos dois a dois, podemos dizer, pela propriedade 5, 
que 


P(AUB)=P(A-B)+P(AnNnB)+P(B- A)(*) 

Por outro lado, pela propriedade 6, 

P(A-B)=P(A)- P(ANB) 

e ainda, pela mesma propriedade 6, 
P(B-A)=P(B)-P(AnB) 

Substituindo estes dois valores na igualdade (*), concluímos que 


P(AUB)= P(A)- P(ANB)+ P(ANB)+ P(B)- P(ANB) 
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Simplificando esta igualdade concluímos finalmente que 
P(AU B)= P(A)+ P(B)- P(AnB) 
c.q.d. 


Neste momento já temos, além dos 3 axiomas, 7 propriedades da probabilidade, ou seja um total de 
10 propriedades. Este poder de desmultiplicação de uma axiomática é o que faz com que seja tão 
importante em Matemática. 


Até agora trabalhámos com um conceito teórico de probabilidade, mas não concretizámos nada. 
Haverá algum modelo concreto que possamos apresentar como concretização prática deste conceito 
geral de probabilidade? Vejamos que a definição de Laplace de probabilidade (também conhecida 
como Regra de Laplace) satisfaz os axiomas de probabilidade. A probabilidade de um acontecimen- 
to À pela definição de Laplace pode ser expressa simplesmente como 


* casos favoráveis 





P(A) 
casos possíveis 


Esta definição satisfaz o 1.º axioma sem dúvida pois se trata de um quociente entre uma quantida- 
de positiva ou nula (os casos favoráveis) e uma quantidade positiva (os casos possíveis). Também 
satisfaz o 2.º axioma pois para no cálculo da probabilidade do acontecimento certo, S, segundo a 
definição de Laplace, os casos favoráveis coincidem com os casos possíveis pelo que o quociente fica 
igual a 1. Para ver se a definição de probabilidade segundo Laplace verifica o 3.º axioma temos de 
pensar que, para contar os casos possíveis quando temos dois acontecimentos disjuntos, teremos de 
contar os casos possíveis de um acontecimento e os casos possíveis para o outro acontecimento; para 
obter os casos possíveis para o acontecimento união somam-se naturalmente os casos possíveis dos 
dois por não haver repetições entre um e outro. 


Assim, a definição segundo Laplace verifica os 3 axiomas. Pode-se provar que a definição frequen- 
cista de Probabilidade também verifica os 3 axiomas, sendo portanto uma probabilidade segundo a 
definição axiomática. Isto permite-nos concluir que a axiomática introduzida aqui é muito útil, pois 
temos dois modelos concretos, relativamente fáceis de utilizar, que a concretizam. 
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ExERCÍCIOS 
Considera o espaço de resultados S. Se A e B são dois acontecimentos, determina em 
cada caso A, ANnB, AV B: 
1.1 S=(1,23,4,5,6),A4=(15,6)B= (25) 
1.2 S = (paus,copas,ouros,espadas+, A = (paus,copash, B = (copash 
1.3 S= (a,b,c,de), A = (a,be), B= (be) 


Seja S o conjunto de resultados (com um número finito de elementos) associado a uma 
certa experiência aleatória. Sejam A e B dois acontecimentos, contidos em S, nenhum 
deles impossível, nem certo. 


Sabe-se que AC B. 


Indica qual das opções seguintes é verdadeira, justificando a escolha (P designa a 


probabilidade e 4 e B designam os acontecimentos contrários de A e de B, respeti- 
vamente.) 


(A) P(A) > P(B); 
(B) P(ANBJ)=0; 


(0) P(AUB)=1; 


(D) P(A) > P(B). 

Lança-se um dado numerado de 1 a 6. 
Considera os acontecimentos: 

A: “sair face ímpar”: 

B: “sair face de número maior ou igual a 4”. 


Determina o acontecimento contrário de AU B. 


4. Considera os acontecimentos A, Be €C. Prova que 
P(AUVUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANnC)-P(BnC)+ P(ANnBnC) 


5. Seja S o espaço de resultados e sejam A e B dois acontecimentos em S tais que 
P(A) = 0,45 e P(B) = 0,12. Determina P(A), P(B), P(ANB) e P(AUB). 


Seja S o espaço de resultados e sejam A e B dois acontecimentos em S tais que 
P(A) = 0,45, P(B) = 0,12e P(ANC) = 0,283. Determina P(A), P(B) e (AU B). 





56 2. Probabilidade 


LEiTURA(S) 


Bomba no avião 


COCO CCC COLOCO LCCLCLACC COLOCO CLLCCSOLLCCLOCLCCOCCOLLCCCLCLCOCONDCCOLLOCLO CCC LOCO o Cocos 0a 


Com o dia da minha viagem se aproximando 
comecei a pesquisar sobre viagens aéreas, não 
só as coisas boas, como também as ruins. Entre 
os motivos mais graves, dois são sem dúvida os 
que mais as pessoas temem ao viajar de avião: 
problema no avião causando queda e terrorismo, 
principalmente com uma bomba de brinde. 


Bem, garantir que o avião não tenha nenhum 
problema eu não posso, isso é com os engenhei- 
ros aeronáuticos experientes e blá blá blá, mas o 
terrorismo... Bom, vamos fazer uns cálculos: 


Levando em consideração a quantidade de voos 
que circulam diariamente em todo o mundo, a 
probabilidade matemática de haver uma bomba 
num avião é mínima, quase desprezível. Algo en- 


torno de 1 em 700.000.000.000, ou seja, é mais 
fácil ser atingido por 7 raios em um intervalo de 
6 min e sobreviver. 


Se considerarmos a probabilidade de haver duas 
bombas no mesmo avião, ou seja, coincidir de 
que no mesmo voo, da mesma companhia aérea, 
no mesmo horário, existam duas bombas, é algo 
considerado impossível. Agora imagine o dobro 
desses mesmos raios num intervalo 2 vezes me- 
nor e num dia ensolarado. Impossível não é? 


Portanto, para garantir minha segurança ao via- 
jar de avião, estou pensando seriamente em levar 
uma bomba. Assim, vou estar garantindo que 
não haverá nenhum terrorista no meu voo. ;P 





Antonov An--124-100 por Sergey Kustov, 
http://commons.wikimedia.org /wiki/File:An-124 RA-82028 in formation with Su-27 09-May-2010.jpg 


(adaptado de Pablo Henrique , “Crônicas desventuradas”) 


COCO LLC TCLOCCLCLECOLLCCCCLOCOLCCLCOLOLCLCLOCCCCCLLCCLOLLOCOLCLO COLOCO CCC CLCC LOCO LLC COCO. 


Certezas e incertezas no jogo das probabilidades 


COLOCO LCCLOCLCOLCLCLLCCLCCLLOLOCLCCCLLCCLC COLOCO CCC CLCOLOCLCCLOCLC CO ACOCOCsOcaco se 


Os livros de curiosidades matemáticas estão 
cheios de casos que mostram como as estimati- 
vas baseadas no senso comum podem diferir das 
reais chances envolvidas. Tomemos como exem- 
plo um jogo de cartas. Vamos usar um baralho 
reduzido a apenas quatro cartas: um ás de ouro, 
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um ás de paus, uma dama de copas e um sete 
de espadas. Se as cartas forem embaralhadas e 
distribuídas em mãos de duas cartas teremos seis 
combinações possíveis de duas cartas. Cinco de- 
las têm pelo menos um ás, e só uma tem dois 
ases. Assim, se um jogador anuncia que tem um 
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ás, pode-se calcular que a probabilidade de ele 
ter outro ás é de 1/5. No entanto, se o jogador 
dissesse que tem um ás de ouro, se saberia que 
a probabilidade de ele ter outro ás seria de 1/3, 
pois existem apenas três combinações que per- 
mitem dizer que o jogador possui um ás de ouro 
e somente uma dessas combinações tem outro ás. 


Por isso, a determinação do naipe do ás alterou 
as probabilidades. Tais considerações, embora 
simples, nem sempre são levadas em conta quan- 
do se elaboram raciocínios desse tipo. Muitas 
vezes, mesmo raciocinando corretamente, che- 
gamos a resultados que por alguma razão sur- 
preendem nossas expectativas baseadas no senso 
comum. Por exemplo, qual a probabilidade que 


duas entre 25 pessoas escolhidas aleatoriamente 
façam aniversário na mesma data? 


Em geral estima-se uma probabilidade bem bai- 
xa mas, se efetuarmos os cálculos, veremos que 
quem apostar na coincidência de pelo menos 
duas datas ganhará em média 57 vezes e perderá 
43 em cada cem apostas. Se o número de pessoas 
escolhidas como amostra fosse 60, a coincidência 
seria quase certa. Mas devemos lembrar que a 
certeza absoluta só nos é permitida se tivermos 
366 pessoas como amostra, levando-se em conta 
que o ano tem 365 dias. Escolha você mesmo 
25 pessoas ao acaso e vai constatar que a única 
certeza que podemos ter é a de quão incerto é 
alimentar certezas. 


(adaptado de Luiz Barco, “Certezas e incertezas no jogo das probabilidades”, “Super Interessante”, 


Abril 1990) 


SÍNTESE 


O essencial passado em revista 


tecimento se realizar. 


aleatória. 


são igualmente possíveis. 


mentos elementares que compõem A. 


que constituem 5): 


ou seja 





Probabilidade de um acontecimento — é um número que mede a possibilidade de esse acon- 


Definição frequencista de probabilidade de um acontecimento A - é o valor obtido para 
a frequência relativa da realização de A, num grande número de repetições da experiência 


A probabilidade de cada acontecimento elementar é 1/n se o espaço de resultados S é 
constituído por um número finito n de elementos e se todos os n acontecimentos elementares 


A Probabilidade de um acontecimento A é igual à soma das probabilidades dos aconteci- 


Definição de Laplace de Probabilidade: Se o espaço de resultados S é constituído por um 
número finito n de elementos, todos eles igualmente possíveis, define-se Probabilidade de 
um acontecimento A, e representa-se por P(A), a razão entre o número m de resultados 
favoráveis a A (resultados que compõem A) e o número n de resultados possíveis (resultados 
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2. Probabilidads 


* casos favoráveis 





casos possíveis 
Axiomática da Probabilidade 


As noções primitivas são: espaço de resultados; acontecimento. 


Considere-se um espaço de resultados 5, finito, e um conjunto W de acontecimentos (isto é, 
subconjuntos de S) que satisfaçam as seguintes condições: 


a) Se um acontecimento A está em W, então o seu complementar 4 também está em W. 


b) Se dois acontecimentos A e B estão em W, então a sua união AU B também está em W. 


A cada elemento Ae W associa-se um número que se chama Probabilidade de A e que se 
representa por P(A). Os axiomas a que P(A) satisfaz são: 


1.º axioma - A probabilidade de qualquer acontecimento é sempre maior ou igual a zero: 
P(A) >0. 

2.º axioma - À probabilidade do acontecimento certo, S, é 1: 

Pisj= 1; 


3.º axioma - Se dois acontecimentos são disjuntos, a probabilidade da sua união é igual à soma 
das probabilidades de cada um 


Se ANnB =D então P(AUB) = P(A) + P(B). 


Propriedades das probabilidades 


Propriedade 1 
A probabilidade do acontecimento impossível é zero, isto é, P(D) = 0 


Propriedade 2 


Dado um acontecimento A, a probabilidade do acontecimento 4, contrário de A, é dada por 
P(A)=1- P(A). 

Propriedade 3 

Dados dois acontecimentos Ae B, se AC B então P(A) < P(B). 

Propriedade 4 

Qualquer que seja o acontecimento 4, 0< P(A) <1. 

Propriedade 5 


Se os acontecimentos 4, Be C são disjuntos dois a dois então 


P(AUVBUC)= P(A)+ P(B)+ P(C). 
Propriedade 6 

Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B 
P(A-B)=P(A)-P(AnNB). 

Propriedade 7 


Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B, 


P(AUB) = P(A)+ P(B)- P(ANB). 


Lição DE Lógica MATEMÁTICA N.º 8 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE) CEEE EEE EEE EEE EEE EEE) 


O que é uma axiomática? 


O conceito de axiomática é dos que mais tem evoluído ao longo dos séculos. Distinguiremos aqui 
duas formas sucessivas de tal conceito: a forma clássica e a forma moderna. 


O conceito clássico de axiomática é o que se encontra implícito na teoria das ciências dedutivas, 
segundo ARISTÓTELES: A designação ciência dedutiva aplica-se então a todo o sistema S de ter- 
mos e de proposições acerca desses termos, que se sucedem indefinidamente uns aos outros de tal 
modo que: 


Toda a proposição que seja ou que venha a ser demonstrada a partir de proposições de S pertence- 


rá ainda a 8. 


Existe em S um número finito de termos (chamados termos primitivos), que 
não podem ser definidos logicamente, e a partir dos quais se definem todos os 
restantes termos de S (chamados termos derivados). 


Existe em S um número finito de proposições (os postulados ou axiomas), 
que não se demonstram logicamente e das quais se deduzem todas as outras 
proposições de S (os teoremas). 





Pressupõe-se, além disso, que o sistema S de termos e de proposições diz res- 
peito a um, e um só, domínio de seres, cuja existência é postulada. Os termos 
primitivos corresponderiam a dados da intuição — a conceitos psicologicamente elementares, de 
apreensão imediata. Analogamente, os axiomas proviriam da intuição e teriam assim um carácter 
de evidência, que permitiria aceitá-los como verdadeiros, sem mais explicações. 


Modelo perfeito e mesmo único, de ciência dedutiva era então a Geometria de Euclides. 


A axiomática duma ciência dedutiva seria, naturalmente, o conjunto dos seus axiomas. Uma primei- 
ra nuance, uma primeira tentativa no sentido da evolução do conceito de axiomática, manifesta-se 
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ao ser reconhecida uma certa arbitrariedade na escolha dos termos que hão de figurar como primi- 
tivos e das proposições que devem aceitar-se como postulados. Mas o que provoca decididamente a 
passagem à nova forma do conceito é o aparecimento sensacional das geometrias não-euclidianas, no 
século XIX, com incalculáveis repercussões em todos os sectores do pensamento. 


Sobre a maneira de chegar a uma concepção geral das axiomáticas no sentido moderno, limitar-me- 
-ei a muito breves e esquemáticas indicações. 


Agora os termos primitivos já não designam seres bem determinados, dos quais “temos um conhe- 
cimento intuitivo imediato”; agora os termos primitivos são simplesmente indeterminados, seme- 
lhantes às incógnitas ou variáveis dum sistema de equações. E os axiomas estão bem longe de ser 
aquelas “verdades de tal modo intuitivas, de tal modo elementares, que se nos tornam evidentes”: 
agora são apenas condições, verificadas pro certas estruturas, não verificadas por outras. Por sua 
vez os teoremas relativos à axiomática serão todas aquelas condições implicadas pelos axiomas (isto 
é, que resultam automaticamente verificadas desde que o sejam todos os axiomas). 


O que interessa fundamentalmente é que a axiomática seja compatível, isto é, que exista pelo menos 
uma sua realização. 


Quais as vantagens dos métodos axiomáticos? A resposta depende, naturalmente, do conceito de 
axiomática em questão. Se nos reportarmos ao conceito clássico de axiomática, a pergunta parece 
equivalente a esta outra: “Quais são, em geral, as vantagens das ciências dedutivas, como por exem- 
plo a Geometria de EUCLIDES, a Mecânica de NEWTON ou a Termodinâmica de CLAUSIUS?” 
Na verdade, basta ter presente a definição de “ciência dedutiva”, para se reconhecer que ciência 
dedutiva não há onde não houver axiomática. Racionalizar uma ciência, isto é torná-la dedutiva é 
o mesmo que axiomatizar essa ciência. 


Verdadeiramente a Geometria de EUCLIDES só foi totalmente racionalizada no século XIX, porque 
só então foi dada uma sua axiomática completa, por HILBERT. Porém os arquitetos do edifício 
euclidiano foram sem dúvida os antigos, que deixaram traçadas as linhas mestras da edificação, 
mesmo que no que se refere aos fundamentos. 


Axiomatizar é necessidade imperiosa, desde que se faça qualquer tentativa séria de construção ra- 
cional. Porque se eu quero demonstrar uma proposição admitindo como verdadeiras outras proposi- 
ções, que, por sua vez, foram demonstradas a partir de outras ainda, e assim por diante (ou antes, 
para trás...), tem de haver por força um termo deste processo; caso contrário estou condenado a uma 
regressão ao infinito, por natureza inconcludente — ou pior ainda, a um círculo vicioso. 


Se passarmos ao conceito moderno de axiomática, as vantagens são de outra ordem. O método axio- 
mático (ou, como também se diz, formal ou abstrato) é a principal característica das matemáticas 
modernas. Cada teoria formal engloba, com a indeterminação dos seu termos primitivos, inúmeras 
possibilidades de concretização, inúmeras teoria específicas que se podem desenrolar nos mais varia- 
dos ramos do saber. As teorias formais constituem deste modo sistemas de raciocínios, mecanismos 
mentais, construídos uma vez por todas e prontos a serem utilizados em bloco, na primeira ocasião. 
Uma das vantagens deste método é, como se vê desde logo, uma considerável economia de pensa- 
mento, evitando a repetição de raciocínios análogos em campos diversos, com terminologia e nota- 
ções diversas. Com esta nova orientação, a Matemática ganha muito, certamente, em rigor lógico e 
em valor estético; e, embora haja quem diga que se afasta assim da intuição criadora, a verdade é 
que se torna mais apta a penetrar no âmago das questões, por um maior poder de esquematização 
e de separação entre o que é acidental e o que é essencial. 


(adaptado de “O que é uma axiomática?”, José Sebastião e Silva, Gazeta de Matemática, n.º 54) 
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Exercícios globais 


Pratica + 


1. 
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No lançamento de um dado equilibrado com as faces numeradas de 1 a 6, indica um aconte- 
cimento cuja probabilidade seja: 


1.1 de 
2 
Ko ts 
6 
1.3 1; 
1.4 0; 
o E, 
6 


O Manuel foi jogar Póquer com o dado dele, como os da figura ao lado. Nesse dado, todas as 
faces têm igual probabilidade de sair, à exceção da Dama que é tripla da probabilidade de, 
por exemplo, sair Valete. 





2.1 Qual, neste dado, a probabilidade de sair Dama? 
2.2 Sair Dez ou figura? 


Supõe que tens um saco com cinco cartões brancos e quatro pretos indistinguíveis ao tacto. 
Imagina que retiras, ao acaso, sucessivamente e sem reposição três desses cartões. 


Qual é a probabilidade de: 


3.1 Serem todos pretos? 


3.2 Apenas um ser preto? 


3.3 No máximo um ser preto? 


Lançam-se dois dados não viciados, um hexaédrico com as faces numeradas de 1 a 6 e outro 
dodecaédrico com as faces numeradas de 1 a 12. 


Determina a probabilidade de: 
4.1 Sair o mesmo número em ambos os dados; 
4.2 A soma dos números ser um número par. 


Seja S o espaço de resultados e sejam A e B dois acontecimentos em S tais que P(A) = 0,45, 
P(B) =0,72e P(ANB) = 0,23. Determina P(A), P(B)e P(B). 

Seja S o espaço de resultados e sejam À e B dois acontecimentos em S tais que P(A) = 0,45, 
P(B) = 0,72 e P(AnB) = 0,23. Determina P(A), P(B) e P(AU B). 


Seja S o conjunto de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Sejam A, Be O 
três acontecimentos (A, Be C são, portanto, subconjuntos de 8). 


Prova que: 


7.3 P(AUB)-P(AUB)=P(4)-P(B) 
T4 P(AUB)NnC]=P(ANnC)+P(BnC)-P(ANnBnC) 


Numa urna temos 9 bolas numeradas de 1 a 9. Tiramos uma bola ao acaso e registamos 
o seu número. Consideremos os acontecimentos: A: “sair um número primo”: B: “sair um 
quadrado perfeito”; 


8.1 Qual o conjunto de resultados, S, associado a esta experiência”? 
8.2 Quantos elementos tem o conjunto S? 


8.3 Calcula ANBe AUB. 


8.4 Calcula 4 e B. 


8.5 Considera o acontecimento C: “sair um número ímpar”. 
8.5.1  AnC; 
8.5.2 BncC; 
8.5.3 C: 
8.5.4 AUC; 
8.5.5 A AB. 


Atira-se uma moeda ao ar três vezes. Determina a probabilidade de obter, pelo menos, uma 
cara. 


10. Lançam-se dois dados numerados de 1 a 6 e soma-se os resultados obtidos. 
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Considera os acontecimentos: 
A: “a soma é maior ou igual a 10”; 
B: “a soma dos resultados é múltiplo de 6”. 


Calcula: 
10.1 P(A); 
10.2 P(B): 
10.3 P(ANB). 


Pensa e Resolve 1 1 


11. Num saco há 8 bolas de cores diferentes (preto, branco e vermelho) indistinguíveis ao tacto. 
Admite que se retira ao acaso uma bola, regista-se a cor, e volta a colocar-se no saco. 


Esta experiência foi realizada 15000 vezes, tendo-se obtido os seguintes resultados: 


1000 : 2000 : 5000 : 10000 : 15000 : 





Com base nos dados da tabela, qual é a previsão que podes fazer relativamente ao número 
de bolas de cada cor no saco? 


12. Um inquérito feito a 60 jovens sobre a sua prática de atividade física permitiu concluir que 
25 fazem caminhadas regularmente; 18 praticam natação e 20 não praticam qualquer ativi- 
dade física. 


Jim Bahn, swimming 
http://www .flickr.com /photos /gcwest /136945653 





Supõe que é escolhido ao acaso um destes jovens, determina a probabilidade do jovem: 
12.1 Praticar natação; 
12.2 Praticar as duas atividades físicas; 


12.3 Praticar apenas uma das atividades físicas; 
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12.4 


Não praticar nenhuma das atividades físicas. 


13. De uma urna com berlindes vermelhos e azuis extrai-se ao acaso um. 


Sabe-se que a probabilidade do berlinde extraído ser azul é o : 


5) 


Comenta a afirmação: “Na urna existem cinco berlindes e 2 são vermelhos!”. 


14. Considera um baralho de 52 cartas. Se retirarmos uma carta ao acaso, determina a proba- 
bilidade de: 


14.1 
14.2 
14.3 
14.4 


14.5 


Sair um ás; 

Sair uma carta preta; 

Sair copas e não figura; 

Sair figura ou carta de espadas; 


Não sair homem. 


15. No exame de Matemática o José tem oito questões de escolha múltipla para responder, cada 
uma com quatro opções. Sabendo que errou as primeiras sete questões qual a probabilidade 
de acertar a última? 


16. Seja So conjunto de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos (A e B são, portanto, subconjuntos de 8). 


Prova que: 


P(A)+ P(B)+ P(ANB)=1+P(ANB). 


17. Lança-se um dado com as faces numeradas de 1 a 6. 


Considera os acontecimentos: 


A: “sair face ímpar”; 


B: “sair face de número maior ou igual a 4”. 


Identifica nas quatro hipóteses que te são apresentadas o acontecimento contrário de ? 
Justifica convenientemente a tua escolha. 


(A) sair face 1 ou sair face 5 (B) sair a face 4 ou a face 6 


(C) sair a face 2 (D) sair face 5 


18. Para uma reunião de amigos chegam: Carmem, Luísa, Júlia, Sérgio e Jaime. Escolhem-se 
duas pessoas ao acaso, sem interessar a ordem. 


18.1 
18.2 


Qual é o espaço de resultados? 


Calcula a probabilidade de que as duas pessoas sejam do mesmo sexo. 


19. Seja So espaço de resultados associado a uma experiência aleatória. 
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Consideremos I e J dois acontecimentos (1 CS eJcS)etal que: 
Ie J são acontecimentos contrários; 

Px P(J)= 2; 

PlD< P(J). É 


Calcula as probabilidades de T e de J. 


20. Considera os acontecimentos A e B de uma experiência aleatória tais que P(ANB)=- e 


Sc |m 


P(ANB)= E Nestas condições determina P(B). 
10 


21. A, Be Csão os acontecimentos elementares de uma experiência aleatória. Sabendo que À e 
1 E 
C são equiprováveis e P(B) =—. Determina P(AnC). 
5 
22. Prova que sendo A ,A,,...,A os n acontecimentos elementares associados a um espaço de 
resultados S então P(A )+ P(A )+---+ P(A )=1. 


Reflete + 1 1 


23. De um saco com três bolas azuis, 2 verdes e 1 preta, extraem-se duas, uma após a outra. 


23.1 Supõe que há reposição da primeira bola. Determina a 
probabilidade de: 


23.1.1 Saírem duas bolas azuis; 





23.1.2 Saírem bolas de cores diferentes; 

23.1.3 Sair pelo menos uma bola azul; 
23.2 Supõe que não há reposição da primeira bola. Determina a probabilidade de: 

23.2.1 saírem bolas da mesma cor; 

23.2.2 não sair bola azul nem verde. 


24. Seja So conjunto de resultados (com um número finito de elementos) associado a uma certa 
experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos (A e B são, portanto, subconjuntos de S). 
Sabe-se que: 

P(A) = 2P(B) 

P(AU B)=3P(B) 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Prova que os acontecimentos À e B são incompatíveis. 


Seja Q um espaço de resultados associado a uma determinada experiência aleatória e Ae B 
dois acontecimentos (AC 9 e Bc 9). 


25.1 Prova que P(ANB)=P(AnB)+ P(A)- P(B); 


? 


25.2 Um baralho de cartas completo é constituído por cinquenta e duas cartas repartidas 
por quatro naipes de treze cartas cada: espadas; copas; ouros; e paus. 


De um baralho completo extraem-se, sucessivamente e sem reposição, duas cartas. 
Sejam os acontecimentos: 


A: “a primeira carta extraída é do naipe de copas” 


B: “a segunda carta extraída é do naipe de copas” 


Ai ; , d 
25.2.1  Justifica que a probabilidade de ambas as cartas extraídas serem de copas é —: 


25.2.2 Justifica que P(B) = do 
4 


25.2.3 Calcula, usando a igualdade da alínea 25.1 a probabilidade de nenhuma. carta 
ser de copas. 
Nos jogos de futebol entre a equipa X e a equipa Y, a estatística revela que: 
Em 20% dos jogos, a equipa X é a primeira a marcar; 
Em 50% dos jogos, a equipa Y é a primeira a marcar. 
Qual é a probabilidade de, num jogo entre a equipa X e a equipa Y, não se marcarem golos? 
Sejam A e B acontecimentos de uma mesma experiência aleatória. 
Sabe-se que P(A) = 0,5 e P(B) = 0,83. 
Que valores pode tomar P(ANB) e (AU B)? 
Considera Q e R dois acontecimentos associados a uma mesma experiência. Prova que: 
PQURA+PQAR=1. 
Se (QN R)=P(R), então PM(QUR)= P(Q). 


Considera uma experiência aleatória em que relativamente aos acontecimentos A e B se tem: 


P(AUB)=1, P(4)-=0,3 e P(BJ=0,9. 
5 


Averigua se A e B são incompatíveis mas não contrários. 


2. Probabilidade 67 


CONSELHOS PARA OS EXAMES — N.º 2 


Ao fazer um exame o medo ou alguma ansiedade são normais e, até certo ponto preparam-te para 
a acção, na medida em que é necessária alguma adrenalina para enfrentares o desafio que é uma 
avaliação. Tudo o que te exija velocidade de raciocínio, esforço, concentração, resistência, destreza 
implica que estejas alerta, activo, atento. Já te imaginaste estar calmo no último nível de um jogo 
de computador? 


O problema começa quando estás excessivamente preocupado e a ansiedade se torna paralisante. 
Por exemplo: se não te preparaste suficientemente para o exame; se já reprovaste nesse exame; se te 
sentes inseguro; se te preocupas demasiado com o teu medo. 


Por isso, lembra-te de: 

a) Respirar fundo porque te acalma; 

b) Ler o enunciado cuidadosamente; reler quando necessário; 

c) Permanecer calmo e concentrado, sem te preocupares com o que os outros estão a fazer; 


d) Decidir quanto tempo reservas para cada uma; se não consegues resolver uma questão no tempo 
reservado passa à seguinte; se tiveres tempo mais tarde voltas a essa questão; 


e) Não omitir respostas, a não ser que não a saibas de todo. Se tens pouco tempo disponível indica 
resumidamente os tópicos principais da resposta que pretendias dar; 


f) Certificar-te que respondes ao que te é solicitado mas não escrevas tudo o que sabes acerca desse 
tópico na esperança de que algo irá contar; relê o enunciado para ver se respondes mesmo ao que 
te é perguntado; 


g) Usa um minuto do teu tempo no início de cada questão para planeares o que irás escrever; 
h) Ser claro, conciso e objectivo, e escrever com uma letra legível; 


i) Reservar tempo para rever, para que possas corrigir eventuais erros. 


(adaptado de SAPO Família — Guia de Pais) 


Itens de exame 


1. Num saco existem quinze bolas, indistinguíveis ao tacto. 
Cinco bolas são amarelas, cinco são verdes e cinco são brancas. 


Para cada uma das cores as bolas estão numeradas de 1 a 5. 


1.1 Retirando todas as bolas do saco e dispondo-as, ao acaso, numa fila, qual é a probabi- 
lidade de as bolas da mesma cor ficarem juntas? 


Apresenta o resultado na forma de dízima, com sete casas decimais. 


1.2 Supõe agora que no saco estão apenas algumas das quinze bolas. 
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Nestas novas condições, admite que, ao retirarmos, ao acaso, uma bola do saco, se tem: 
A probabilidade de essa bola ser amarela é 50%; 

A probabilidade de essa bola ter o número 1 é 25%; 

A probabilidade de essa bola ser amarela e ter o número 1 é 62,5%; 


Prova que a bola amarela com o número 1 está no saco. 
Seja S um espaço de resultados, finito, associado a uma experiência aleatória. 
Mostra que é falsa a seguinte afirmação: “Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B 


(AcS e BcsS),se P(AJ4P(B) = 1 então AUB é um acontecimento certo”. 


Seja £2 o espaço de resultados associado a uma experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos possíveis (ACOD e BC O). 


Prova que P(AU B) = P(A)- P(B)+ P(AU B). 


Numa determinada cidade, das 160 raparigas que fizeram exame nacional de Matemática, 
65% tiveram classificação positiva, e dos 120 rapazes que fizeram o mesmo exame, 60% tam- 
bém tiveram classificação positiva. 


Escolhendo, ao acaso, um dos estudantes que realizaram o exame, qual é a probabilidade 
de o estudante escolhido não ser rapaz ou não ter tido classificação positiva? Apresenta o 
resultado em forma de dízima, com aproximação às centésimas. 


Nota: se desejares, utiliza a igualdade referida em 3. Neste caso, deverás começar por carac- 
terizar claramente os acontecimentos A e B, no contexto da situação apresentada; no entan- 
to, podes optar por resolver o problema por outro processo. 


Uma turma do 12.º ano é constituída por raparigas, umas de 16 anos e as restantes de 17 
anos, e por rapazes, uns de 17 anos e os restantes de 18 anos. 


Os alunos dessa turma estão numerados consecutivamente, a partir do número 1. 


Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa turma e regista-se o número, a idade e o sexo desse 
aluno. 


Em cada uma das opções seguintes estão indicados dois acontecimentos, X e Y associados a 
esta experiência aleatória. 


Opção 1: X: “O aluno escolhido tem idade superior ou igual a 17 anos” 
Y: “O aluno escolhido tem 16 ou 17 anos” 

Opção 2: X: “O número do aluno escolhido é par” 
Y: “O número do aluno escolhido é múltiplo de 4” 
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Opção 3: X: “O aluno escolhido tem 18 anos” 
Y: “O aluno escolhido é rapariga” 

Opção 4: X: “O aluno escolhido é rapaz” 

Y: “O aluno escolhido tem 17 anos” 


Em apenas uma das opções acima apresentadas os acontecimentos X e Y são tais que são 
verdadeiras as três afirmações seguintes: 


P(XUY)>P(X), P(XUY)<I e P(XNY)>0 


Qual é essa opção? Numa pequena composição, explica por que é que rejeita as outras três 
opções (para cada uma delas, indica, justificando, qual é a afirmação falsa). 


Seja 2 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Sejam 4, Be € 
três acontecimentos (ACQ, BCD e CcO)tais que (AUVUB)NC=A. 


Sabe-se que P(AUC), utilizando as propriedades das operações com conjuntos e a axiomá- 
tica das probabilidades. 


Seja 2 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Sejam A e B dois 
acontecimentos (AC 9 e BC O). 


Mostra que P(B) + P(A) + P(AU B) = 2P(A)+ P(AU B). 


Um saco contém bolas azuis, bolas brancas e bolas pretas. Tira-se, ao acaso, uma bola do 
saco. 


Sejam os acontecimentos: 
A: “a bola retirada é azul” B: “a bola retirada é branca” 
Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) Ae Bsão contrários (B) Ae B são contrários 
(C) A e B são incompatíveis (D) Ae B são incompatíveis 
Lança-se um dado cos as faces numeradas de 1 a 6. 

Considera os acontecimentos: 

A: “sair face ímpar”; 

B: “sair face de número maior ou igual a 4”, 

Qual é o acontecimento contrário de AU B? 


(A) sair a face 1 ou a face 5 (B) sair a face 4 ou a face 6 


(C) sair a face 2 (D) sair a face 5 
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10. Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira? 


(A) A soma das probabilidades de dois acontecimentos incompatíveis é 1. 
(B) O produto das probabilidades de dois acontecimentos incompatíveis é 1. 
(C) A soma das probabilidades de dois acontecimentos contrários é 1. 

(D) O produto das probabilidades de dois acontecimentos contrários é 1. 


11. Escolhe-se, ao acaso, um aluno de uma turma de uma escola secundária. 





Considera os acontecimentos: 
A: “O aluno é uma rapariga” 
B: “O aluno não usa óculos” 


Qual é o acontecimento contrário de AU B? 


(A) O aluno é um rapaz e usa óculos. 

(B) O aluno é um rapaz e não usa óculos. 
(C) O aluno é um rapaz ou usa óculos. 

(D) O aluno é um rapaz ou não usa óculos. 


12. Seja 92 o espaço de resultados (com um número finito de elementos) associado a uma certa 
experiência aleatória. Sejam X e Y dois acontecimentos (X cQ e Y c O). 


Apenas umas das afirmações seguintes não é equivalente à igualdade P(XNY)=0. 


Qual? 

(A) X e Y são acontecimentos incompatíveis. 
(B) X e Y não podem ocorrer simultaneamente. 
(C) Se X ocorreu, Y não pode ocorrer. 

(D) X e Y são ambos impossíveis. 
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Seja S o conjunto de resultados (com um número finito de elementos) associado a uma certa 
experiência aleatória. Sejam A e B dois acontecimentos, contidos em S, nenhum deles impos- 
sível, nem certo. Sabe-se que AC B. 

Indica qual das afirmações seguintes é verdadeira. 

(A) P(A) > P(B) (B) P(ANB)=0 


(C) P(AUB)=1 (D) P(A)> P(B) 


Seja 92 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B 
dois acontecimentos (ACD e BC OQ). 


Sabe-se que: 

P(AU B) = 80% 

P(B) = 60% 

Qual é o valor de P(An B) = 10%? 


(A) 10% (B) 20% (C) 30% (D) 40% 


Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiência aleatória. Sejam A e B dois 
acontecimentos (AC 9 e BC OQ). 


Sabe-se que: 


P(A) = 0,3 
P(ANB)=0,1 
P(AUB)=0,8 


Qual é o valor de P(B)? 
(A) 0,1 (B) 0,2 (C) 0,3 (D) 0,4 


Seja 92 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B 
dois acontecimentos (AC 9 e Bc OQ). 


Sabe-se que: 
P(A) = 30% 


P(AU B) = 70% 


A e B são incompatíveis. 
Qual é o valor de P(B)? 


(A) 21% (B) 40% (C) 60% (D) 61% 


17. Seja 2 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos (ACQ e BC OQ). 
Sabe-se que P(A) = 0,5 e que P(B) = 0,7. 
Podemos então garantir que... 
(A) A e B são acontecimentos contrários 
(B) A e B são acontecimentos compatíveis 
(C) A está contido em B 


(D) O acontecimento AU B é certo 


18. Seja E o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Sejam A e B dois 
acontecimentos (ACE e BC E). 


Tem-se que P(A) = 0,3 e que P(B) = 0,5. 
Qual dos números seguintes pode ser o valor de P(AU B)? 
(A) 0,1 (B) 0,4 (C) 0,6 (D) 0,9 
19. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos (ACQ e Bc OQ). 
Sabe-se que P(A) = 0,83. 
Qual dos acontecimentos seguintes pode ter probabilidade inferior a 0,3? 
(A) AUB (B) AUB (0) ANB (D) ANB 
20. Seja 9 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos (AC 9 e BCQ) tais que O<P(A)<1 e O<P(B)<1. 
Sabe-se que ACB. 
Qual é o valor de PIAU B)NB]? 
(A) O (B) P(A) (C) P(B) (D) 1 
21. Lança-se um dado até sair a face 6. 
A probabilidade de serem necessários pelo menos dois lançamentos é: 
1 1 2 5) 


(A) A (B) A (O) A (D) : 


2. Probabilidade = 


45 minutos 


Prova global 


1. No lançamento de dois dados, somam-se as pintas das faces viradas para cima. Considera os 
seguintes acontecimentos: 


A: “a soma é um múltiplo de 4” 
B:” a soma é um múltiplo de 6” 


Define em extensão os seguintes acontecimentos: 
1.1 AVUB, 
1.2 AnNB. 


2. Sabendo que numa roleta de um casino, numerada de O a 36, quantas vezes se espera que 
saia o número 7 em 1000 jogadas? 


3. Considera a experiência que consiste em lançar um dado dodecaédrico regular com as faces 
numeradas de 1 a 12 e anotar o número que sai na face voltada para cima. 


Indica acontecimentos com probabilidade igual a: 


1 
3.1 = 
2 
1 
3.2 = 
12 
3 
3.3 = 
4 
7 
3.4 si 
6 


4. Considera um saco com 9 bolas, sendo: três pretas, três vermelhas e três azuis, as bolas da 
mesma, cor estão numeradas de 1 a 3. 


Considera os acontecimentos: 
P: “a bola é preta”; 

B:” a bola é vermelha”; 

C: “a bola tem o número 2”. 


Calcula a probabilidade de cada um dos seguintes acontecimentos: 


4.1 PaCl; 
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4.2 PnbB; 
4.3 PUBUC; 
4.4 (PABIVC: 
4.5 AUG. 


O Diogo tem no bolso 7 moedas todas de 1 Euro: 4 Gregas, 2 Francesas e 1 Portuguesa. 





Tirando uma moeda ao acaso do bolso qual a probabilidade de ela ser? 
5.1 Portuguesa? 
5.2 Grega? 
5.3 Francesa? 


Num concurso o Pedro pode ganhar um leitor de MP3 se retirar duas bolas de cor diferente 
de um saco que contem 3 bolas azuis, 2 pretas e uma branca. 


O Pedro pode usar uma de duas estratégias: 
1.º estratégia: retirar as bolas sem reposição; 


2.º estratégia: retirar as bolas com reposição, isto é, após retirar a primeira bola pode voltar 
a coloca-la no saco e proceder de seguida à segunda extração. 


Qual das estratégias é mais favorável ao Pedro? 
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A ciência não pode prever o que vai acontecer. Só 
pode prever a probabilidade de algo acontecer. 
César Lattes (1924-2005) 


Será a loucura um número primo? 

Hélder Magalhães 

Qual a probabilidade de me espalhar ao comprido, sabendo de 
antemão que caminho sobre um chão acabado de encerar? 

É pertinente o dilema sobre qual o teorema a aplicar, a fim 
de tal probabilidade determinar! 

E no caso de me estatelar, qual será a probabilidade de 
algum osso quebrar? 

O melhor mesmo é apurar com exatidão a probabilidade de 
sofrer danos colaterais! 

Antes que cheguem os senhores de branco com os coletes de 
forças, vou jogar com a estatística! 


(em luso-poemas.net) 


Em muitas situações, quando se pretende calcular a probabilidade de um acontecimento, existe já 
alguma informação prévia sobre o resultado da experiência aleatória, e assim nós podemos atualizar 
a atribuição de probabilidades a esse acontecimento. Nestas condições diz-se que estamos em pre- 
sença de uma probabilidade condicional. 


Como exemplo consideremos a experiência aleatória que consiste em lançar um dado e verificar o 
número de pintas que sai. A probabilidade do acontecimento A “sair 5” é igual a 1/6, como já vi- 
mos. Mas e se soubermos que saiu um número de pintas ímpar? As probabilidades variam. Porquê? 
Porque no início o nosso espaço de resultados era S = (1,2,3,4,5,6!, mas no segundo caso, como já 
sabemos que saiu um número de pintas ímpar o espaço de resultados já é diferente, é S' = (1,3,5). 
Assim, neste segundo caso a probabilidade é 1/3, o dobro da anterior. Podemos ver esta situação 


igualmente recorrendo a um diagrama de Vemn: 
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Vejamos outro exemplo. Consideremos a experiência aleatória que consiste em retirar sucessiva- 
mente duas bolas, sem repor a primeira, de uma caixa contendo 3 bolas vermelhas e 2 bolas azuis. 


Qual a probabilidade de retirar duas bolas vermelhas? Designando as bolas vermelhas por V1, V2 
e V3, e as bolas azuis por Al e A2, o espaço de resultados pode ser escrito como 





S = (VIV2, VIV3, V2VI, V2V3, V3VI, V3V2, VIAI, VIA2, V2AI, V2A2, V3AI, V3A2, ALVI, 
AIV2, ALV3, AQVI, AZV2, AQV3, ALAZ, AZAÍ). 


Para calcular a probabilidade de retirar duas bolas vermelhas basta observar que há 6 casos favo- 
ráveis de entre os 20 possíveis e a probabilidade é 6/20. Suponhamos agora que sabíamos que na 
primeira extração tinha saído uma bola vermelha. Qual é agora a probabilidade de retirar duas 
bolas vermelhas, isto é, qual a probabilidade de sair também uma vermelha na segunda extração? 
O novo espaço de resultados passa a ser 


S' = (VIV2, VIV3, V2VI, V2V3, V3VI, V3V2, VIAI, VIAZ, V2AI, V2A2, V3AI, V3AD) 


A probabilidade é então 6/12. Conseguiremos relacionar todas estas probabilidades segundo uma 
fórmula? 


Representemos por n(Vermelhal) o número de vezes em que se verificou o acontecimento Verme- 
lhal — “saiu bola Vermelha na 1.º extração” e n(Vermelha2) o número de vezes que se realizou o 
acontecimento Vermelha? — “saiu bola Vermelha na 2.º extração”, e por n(Vermelhal e Vermelha?) 
o número de vezes que se realizou o acontecimento Vermelhal E Vermelha? — “saiu Vermelha na 1º 
e 2.º extrações”. Então, temos, 


P(Vermelhal) = 12/20, 
P(Vermelha?) = 12/20, 
P(Vermelhal e Vermelha?) = 6/20. 


Na segunda situação, queremos determinar a probabilidade de se verificar Vermelha? sabendo que 
se verificou Vermelhal. Ou seja, como muda a probabilidade de sair bola vermelha na segunda 
extração, sabendo agora uma informação adicional: que saiu bola vermelha na primeira extração. 
Como o espaço dos acontecimentos ficou muito menor, apenas com 12 elementos, a probabilidade 
será maior: 


P(Vermelha? sabendo que Vermelhal) = 12/24 


A esta probabilidade chamamos probabilidade condicional do acontecimento Vermelha 2, saben- 
do que se realizou o acontecimento Vermelha 1, e representamos por P(Vermelha 2/Vermelha 1). 
Observe-se que, se representarmos por n(S) o número de elementos do espaço de resultados 5, 
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n(Vermelhal E Vermelha?) 





P(Vermelha? | Vermelhal) = 


n(Vermelhal) 
n(Vermelhal E Vermelha?) 





n(S) 





n(Vermelhal) 


n(S) 
— P(Vermelhal E Vermelha?) 





P(Vermelhal) 


ou seja, 


P(Vermelhal e Vermelha?) 





P(Vermelha?2 | Vermelhal) = 
P(Vermelhal) 


Assim, a probabilidade condicional de se realizar o acontecimento Vermelha2, sabendo que se 
realizou o acontecimento Vermelhal, é o quociente entre a probabilidade da realização simultânea 
de Vermelhal e Vermelha?, e a probabilidade da realização do acontecimento Vermelhal. Note-se 
que só tem sentido falar nesta probabilidade condicional se P(Vermelhal) for superior a zero. 
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TarErA REsoLvIDA 1 
Suponhamos que numa família de 2 filhos existe igual probabilidade de eles serem rapaz ou rapari- 
ga. 

a) Determina a probabilidade de ambos serem rapazes; 


b) Determina a probabilidade de ambos serem rapazes sabendo 
que o filho mais velho é rapaz; 


c) Determina a probabilidade de ambos serem rapazes sabendo 
que pelo menos um dos filhos é rapaz; 





RESOLUÇÃO 


a) Se a família tem dois filhos, podem ser rapazes (E) ou rapari- 
gas (R). O espaço de resultados da experiência aleatória que consiste em ter dois filhos é 


5= ((E,E), (ER), (R,E), (RR) 


Todos estes acontecimento têm igual probabilidade por ser dado que existe igual probabili- 
dade de eles serem rapaz ou rapariga. Assim a probabilidade de ambos serem rapazes é !4. 


b) A condição imposta de que “o filho mais velho é rapaz” impõe uma redução do espaço de acon- 
tecimentos S para 


Sº = ((RE), (RR)) 
pelo que a probabilidade de ambos os filhos serem rapazes é 1/2. 


c) Desta vez a condição imposta de que “pelo menos um dos filhos é rapaz” impõe uma outra re- 
dução do espaço de acontecimentos S para 


S” = (ER), (RE), (RR)) 


pelo que a probabilidade de ambos os filhos serem rapazes é agora de 1/3. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TAREFA RESOLVIDA 2 


Consideremos a experiência aleatória que consiste em observar, numa dada grande empresa, a im- 
pressão (boa ou má) causada na entrevista dos candidatos a um emprego, assim como se conseguem 
ou não o emprego. Para isso consideremos o espaço de resultados S — “candidatos que comparecem 
na entrevista”, assim como os acontecimentos B — “o candidato causa boa impressão” e E — “o 
candidato consegue o emprego”. Suponhamos que os acontecimentos anteriores estão representados 
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num diagrama de Venn e que se conhecem as probabilidades assinaladas: 
a) Determina a probabilidade de os candidatos que vão à entrevista conseguirem o emprego. 


b) Será que o facto de causar boa impressão, aumenta as possibilidades de ser bem sucedido, na 
obtenção do emprego? 


RESOLUÇÃO 
a) No diagrama de Venn os números indicados representam: P(B - E) = 0,28; P(E - B) = 0,08 e 
P(BnE)=0,12. A partir deste diagrama podemos concluir que 
P(“Conseguir emprego”) = 0,12 + 0,08 = 0,20 


o que significa que 20% dos candidatos, que vão à entrevista, conseguem o emprego. 

b) Para determinar se o facto de causar boa impressão aumenta as possibilidades de ser bem sucedi- 
do na obtenção do emprego, teremos de entrar com a informação adicional de que “um candidato 
causou boa impressão”. Para isso temos de nos cingir unicamente aos candidatos que causam 
boa impressão, em vez de considerarmos todos os candidatos. O novo espaço de resultados será 
então Sº — “candidatos que causaram boa impressão”. A dimensão deste grupo é 40% de todos 
os candidatos, já que 


P(“Causar boa impressão”) = 0,28 + 0,12 = 0,40 


Dentro deste grupo, quantos conseguem o emprego? À resposta obtém-se restringindo este grupo 
aos que conseguem o emprego 


P(“Causar boa impressão e Conseguir o emprego”) = 0,12 


Finalmente podemos calcular a probabilidade condicional de uma pessoa que causou boa impressão, 
conseguir o emprego. Pela definição de probabilidade condicional obtemos: 


0,12 


P(“Conseguir o emprego” | “Causou boa impressão”) = = (150 
O 





? 


Vemos que a probabilidade de conseguir o emprego aumentou de 20% para 30%, com a informação 
adicional disponível. Isto significa que 30% dos candidatos que causam boa impressão, conseguem 
o emprego, comparados com unicamente 20% dos candidatos em geral (causando ou não boa im- 
pressão). Intuitivamente vemos que o facto de um candidato causar boa impressão aumenta as suas 
possibilidades de sucesso, mas o que acabamos de fazer foi ter uma medição concreta desse aumento. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


A NÃO ESQUECER 


À PROBABILIDADE CONDICIONAL DO ACONTECIMENTO B SABENDO QUE O ACONTECIMENTO À OCORREU, REPRE- 
SENTADA POR P(B | À), CALCULA-SE A PARTIR DO QUOCIENTE 


P(An B) 
P(A) 


ISTO É, DO QUOCIENTE ENTRE A PROBABILIDADE DE A E B OCORREREM SIMULTANEAMENTE E A PROBABILIDADE 
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DE OCORRER O ACONTECIMENTO À (O QUE SABEMOS QUE OCORREU). 


TAREFA 3 


COCO CLOSE COLOCO LOL COCO LOCO CLOUD CNC COCO COCO socos o socos sec. 


No clube dos Olivais, 70% dos atletas joga basquetebol, e 25% pratica ginástica e 20% ambos os 


desportos. 


a) Descreve a situação com um diagrama de Venn. 


Se escolhermos um atleta ao acaso qual a probabilidade de: 
b) Se praticar ginástica então joga basquetebol; 


c) Se jogar basquetebol então pratica ginástica; 





d) Praticar algum dos desportos. 


ExERCÍCIOS 


1. Na Escola Secundária Anastácio da Cunha há 250 alunos que fazem parte do grupo 
desportivo da Associação de Estudantes. Desses 250 120 fazem parte da secção de 
badminton, 90 da secção de basquetebol e 50 alunos fazem parte das duas secções. 
Escolhe-se um aluno ao acaso do grupo desportivo da AE. Consideremos os seguintes 
acontecimentos: 


A “O aluno faz parte da secção de badminton” 


B “O aluno faz parte da secção de basquetebol” 


1.1 Com a ajuda de um diagrama de Venn determina o número de alunos que: 
1.1.1. Praticam apenas badminton; 


1.1.2 | Praticam apenas basquetebol; 


1.1.3 Não praticam nem badminton nem basquetebol (e portanto praticarão 
algum outro desporto). 
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Exercícios (CONT.) 


Descreve com uma frase o acontecimento An B. Calcula p(An B). 
1.3 Descreve com uma frase o acontecimento AU B. Calcula p(AU B). 


Interrogaram-se 100 alunos da Escola Secundária Anastácio da Cunha: 60 disseram 
que tomavam pequeno-almoço todos os dias, 80 declararam que bebem refrigerantes 
todos os dias e 45 declararam que tomavam pequeno-almoço e bebem refrigerantes 
todos os dias. Escolhe-se ao acaso um aluno de entre os alunos interrogados. 


2.1 Com a ajuda de um diagrama de Venn determina a probabilidade dos aconteci- 
mentos seguintes: 


A “O aluno toma pequeno almoço todos os dias mas não bebe refrigerantes todos 
os dias” 


B “O aluno toma pequeno almoço ou bebe refrigerantes todos os dias” 
Deduz dos resultados anteriores a probabilidade do acontecimento 


C “O aluno não toma pequeno almoço nem bebe refrigerantes todos os dias” 


l 
Sabemos que a probabilidade de ocorrer um acontecimento A é — e que a probabili- 
3 


dade de um acontecimento B ocorrer, sabendo que o acontecimento A se verifica é de 
3 ; E ade 2 
—. Qual é a probabilidade de que ambos se verifiquem? 


De um baralho de 52 cartas extraem-se sucessivamente, sem reposição, duas cartas. 
Determina a probabilidade de a segunda carta ser de copas, sabendo que a primeira é 


1 
de copas. Sabemos que a probabilidade de ocorrer um acontecimento A é — e que a 
3 


probabilidade de um acontecimento B ocorrer, sabendo que o acontecimento A se ve- 


rifica é de Ea Qual é a probabilidade de que ambos se verifiquem? 
4 


De um baralho de 52 cartas extraem-se sucessivamente, sem reposição, duas cartas. 
Determina a probabilidade de a segunda carta ser de copas, sabendo que a primeira é 
de copas. 





Da definição de probabilidade condicional vem que podemos obter a probabilidade da intersec- 
ção de dois acontecimentos, também chamada probabilidade conjunta de dois aconteci- 
mentos. 
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ExERCÍCIOS 


De um baralho de 52 cartas extraem-se sucessivamente duas cartas sem reposição. 
Qual é a probabilidade de ambas serem de copas? 


Sabe-se que na cidade de Vila Real chove 4 dias em cada 20 dias, e que os semáforos 
avariam 1 vez em cada 20 dias de chuva. Calcula a probabilidade de amanhã chover e 
não funcionarem os semáforos. 





Um meio bastante cómodo e rápido de obter as probabilidades condicionais em cada situação é o de 
representar os acontecimentos numa árvore de probabilidades. 


No esquema seguinte está representada uma tal árvore para o caso de haver dois acontecimentos 
possíveis Al e A2 (por exemplo numa tiragem de bolas ou lançamento de dados) e depois haver 
outros dois acontecimentos possíveis B1 e B2 (por exemplo numa segunda tiragem de bolas ou num 
segundo lançamento de dados): 


P(BI|AI) 


P(AI e B1) 


P(AI e B3) 


P(A? e B1) 





Bo P(A? e B9) 


As probabilidades de Al e A2 estão representadas logo no início da árvore. Mas depois de acontecer 
B1 ou B2, tal já se verificará apenas em função do acontecimento anterior, pelo que se acontecer B1 
depois de ter acontecido Al, a probabilidade será P(BI/A1) e não apenas P(B1). Multiplicando os 
dois valores aparece-nos 
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P(Al e B1) = P(A1) x P(BI | Al). 


Retomando a tarefa 2, podemos usar a árvore de probabilidade seguinte para descrever essa expe- 
riência aleatória: 





2º 0,12 
E 
e 
0,28 
GU 
o 
0,08 
em 
1p, 
“ego 
0,12 
0,28 
0,08 


0,52 





Na primeira árvore representamos os dados que se podem obter diretamente do diagrama de Venn 
fornecido: “Conseguir emprego” e “causar boa impressão” tem uma probabilidade de 12%; “não 
conseguir emprego” e “causar boa impressão” tem uma probabilidade de 28%; finalmente “não cau- 
sar boa impressão” e “conseguir emprego” tem uma probabilidade de 8%. 


Para preencher os restantes valores temos de usar os conhecimentos sobre probabilidade condicional 
e os dados disponíveis. A probabilidade de “causar boa impressão” (dentro do conjunto B) será obti- 
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da adicionando os valores 12% e 28% porque esgotam as possibilidades existentes dentro de “causar 
boa impressão”, logo é 40%. E portanto o acontecimento “não causar boa impressão” terá 60% de 
probabilidade pois é o contrário de “causar boa impressão” (pela regra 3 para a probabilidade de 
acontecimentos). Para determinar a probabilidade de “não causar boa impressão” e “não conseguir 
emprego” basta adicionar 12%, 28% e 8% e usar de novo a regra 3 para a probabilidade de aconte- 
cimentos. Como 12 + 28 + 8 = 48, a probabilidade procurada é de 52%. 


Para determinar a P(B1| AI) vamos usar a definição de probabilidade condicional: 
P(B1 | Al) = P(“conseguir emprego” | “causar boa impressão”) = P(”conseguir emprego” e “cau- 
sar boa impressão”) / P(“causar boa impressão”) = 0,12 / 0,40 = 0,30. Para os outros casos é 
semelhante. 


COCO COLD COLOCO COND OLOC LOCO CCL LOCO COLOCO CLODOALDO LOCO COCO sono cosas 0 0. 


Considera a seguinte árvore de probabilidades. Completa-a. 


0,2625 


0,1625 
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ExERCÍCIOS 


Uma caixa contém 3 bolas azuis e 2 bolas vermelhas. Extraem-se duas bolas, sem re- 
posição da primeira. 


1.1 Constrói o espaço de resultados; 

1.2 Constrói um diagrama de árvore que represente bem a situação; 

1.3 Determina a probabilidade de que as bolas extraídas sejam da mesma cor; 
1.4 Determina a probabilidade de, pelo menos uma das bolas extraídas, seja azul; 


1.5 Determina a probabilidade de a segunda bola ser azul, sabendo que a primeira 
é vermelha. 


Um restaurante propõe um menu de 15€ composto por uma entrada, um prato prin- 


cipal e uma sobremesa (as bebidas são pagas à parte). Menet 


2.1 Com a ajuda de uma árvore descreve todos 
os menus possíveis (1 entrada + 1 pra- — ENTRADAS - 
: refeiçõ ife- 
to + 1 sobremesa) ps refeições dife RE 
rentes se conseguem formar Améijoas à Bulhão Pato 


Um cliente compõe a sua refeição ao acaso. “ PRATO PRINCIPAL - 


2.2.1 Qual a probabilidade de escolher um E A 
menu que inclua o Cabrito assado à Cabrito assado da Serra da Locsã 
Serra da Lousã? Chantana 


Qual a probabilidade de escolher um — SOBREMESAS - 


menu que não inclua arroz doce? 
Árroz doce 


Qual a probabilidade de escolher um Tigelada 
menu que inclua arroz doce? 





Já vimos no capítulo anterior que a definição segundo Laplace verifica os 3 axiomas de probabi- 
lidade. Observámos aí que se pode provar que a definição frequencista de probabilidade também 
verifica os 3 axiomas, sendo portanto também uma probabilidade segundo a definição axiomática. 
Vamos agora provar que a definição de probabilidade condicional também verifica os 3 axiomas 
de probabilidade, pelo que também é uma probabilidade segundo a definição axiomática. 


Sejam dados dois acontecimentos A e B quaisquer de um mesmo espaço de resultados S arbitrário. 
P(An B) 

P(B) 
Provemos então que P(A | B) é uma probabilidade, isto é, que satisfaz os 3 axiomas da teoria das 
probabilidades. Temos: 


Suponhamos ainda que P(B) > 0 e defina-se P(A | B) por meio do quociente 


1.º axioma — “A probabilidade de qualquer acontecimento é sempre maior ou igual a zero”. Veri- 
fica-se pois a probabilidade condicional é um quociente em que o numerador é uma probabilidade 
logo positiva ou nula pela primeira regra para a probabilidade de um acontecimento . 
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2.º axioma — “A probabilidade do acontecimento certo, S, é 1”. Dado o acontecimento certo S, será 
que P(S | B) = 1? Temos que 
P(S|B) PB) 


bm) PB) 


=1 


Logo verifica-se o segundo axioma. 


3.º axioma — “Se dois acontecimentos são disjuntos, a probabilidade da sua união é igual à soma das 
probabilidades de cada um”. Dados 2 acontecimentos Ce D, disjuntos, isto é tais que CnD=D e 
dado o acontecimento B tal que P(B) > 0, será que 


P(CUD|B)=P(C|B)+P(D|B)? 


Por definição de probabilidade condicional temos que 


P(CUDI|B)= PÚ(CUD)NB). 


P(B) 
Pelas leis de De Morgan 
PC UuUDnB)= P(UCAB)U(DAB)) 


Mas, se Ce D são disjuntos, também Cn B e DN B osão. Então, pela regra 3 para a probabili- 
dade de um acontecimento, temos que 


P(CnB)U(DNB)=P(CnB)+P(DNB) 
Concluímos assim finalmente que 


P(CnB)+P(DnB) 


P(CUD|B)= P(B) 


- McnB) PDnB) 
P(B) P(B) 





=P(C|B)+P(D|B) 


que era o que pretendíamos. 


Fica assim provado que a probabilidade condicional é também um modelo de probabilidade 
que concretiza a axiomática enunciada. 
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TAREFA 4 


Um indivíduo que trabalha em Lisboa, mas reside na margem Sul do Tejo, tem diariamente duas 
possibilidades para se dirigir ao trabalho: o barco ou o autocarro. Ele gosta muito de ir de barco, 
pelo que escolhe o barco 75% das vezes. A probabilidade de chegar atrasado ao trabalho é 16.25%. 
sabe-se ainda que a probabilidade de ir de barco e chegar atrasado é 11.25%. Qual a probabilidade 
de chegar atrasado, sabendo que veio de barco? 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TaRrEraA 5 


COCO LDO CCC COLOCO CCL COCO CCL CLORO LO SOCO Coon 00. 


Prova que, dados quaisquer acontecimentos A, Be €, com P(B)>0, se tem: 


a) P(E|B) + P(EI|B) = 1 


b) P(E|B) + P(EI|B) = 1 


o) P(A|B)=1-P(A|B) 
a) PAUCI|B)+P(AIB)+ P(C|B)-P(ANCI|B) 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TarEra 6 


COCO LLC CCL LLC COCO LOCO LOCO COLOCO C COCO SO Oco son000. 


Numa cervejaria trabalham 3 empregados: o António, o Bernardo e o Miguel. O António serve 40% 
dos clientes e os outros dois empregados dividem entre si a restante clientela. Ao pedir uma cerveja, 
o acompanhamento desta por tremoços é deixada ao critério do empregado. O António é sócio da 
cervejaria, pelo que apenas traz tremoços em 10% das vezes. O Bernardo oferece tremoços em 40% 
dos casos, enquanto que o Miguel oferece tremoços a 20% dos clientes. Ao pedir uma cerveja, calcule 
a probabilidade de que esta venha acompanhada de tremoços. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 
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HistTóRIA(s) 


Jogos de Azar 


O jogo é uma atividade que se mostra presente em toda a história do ser humano. O investigador 
Gianella para mostrar esta presença, observa que: 


“A mitologia grega recorreu a um gigantesco jogo de da- 
dos para explicar o que hoje chamamos Big Bang. Três 
irmãos, através de dados, partilharam o Universo: Zeus 
ganhou os céus, Poseidon os mares e Hades, o perdedor, 
tornou-se o senhor dos infernos? 


As primeiras manifestações dos jogos que se tem registo é o Tali 
(jogo de osso) que era praticado com astrágalos, um osso de ani- 
mal com a forma semelhante a um tetraedro irregular. O Tali era 
jogado como um jogo de dados: As faces maiores eram numeradas 
com 3 e 4 e as duas menores por 1 e 6. Algumas experiências per- 
mitiram chegar à conclusão de que as frequências de ocorrências 
das quatro faces do osso do jogo do Tali apresentavam os seguintes 
resultados: 





No Egito antigo, as pessoas que eram consideradas jogadores compulsivos, eram submetidos a 
uma pena, muita vezes sendo obrigadas a polir pedras para as pirâmides. Na história dos países de 
origem judaico-cristã, os jogos de azar eram considerados proibidos. Mas, apesar dessa proibição, 
existiu um bispo belga, Wibold, da cidade de Cambrai, que em torno de 960 d.C. inventou um jogo 
de dados moral, enumerando as 56 virtudes e atribuindo cada uma aos possíveis resultados do lan- 
çamento de três dados. 


Há cidades em diversos países devem boa parte de suas arrecadações aos casinos e ao turismo em 
torno dessa atividade. O exemplo mais evidente da indústria de entretenimentos é Las Vegas, no 
estado de Nevada, oeste dos EUA. Mas, desde 2006, a cidade que mais movimenta dinheiro no se- 
tor de jogos é Macau, na China. Esta ex-colônia portuguesa, que pertence desde 20 de dezembro 
de 1999 à China, obteve uma receita provinda deste setor de aproximadamente 83,8 milhares de 
milhões de patacas (10,5 milhares de milhões de dólares). 


(adaptado de Thiago Braíias de Melo e José Cláudio Reis “Relações Históricas entre os Jogos de 
Azar e a Probabilidade”, XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011) 
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Vamos agora discutir o conceito de acontecimentos independentes. Dois acontecimentos são 
independente se a informação acerca da realização de um dos acontecimentos não altera a probabi- 
lidade da realização do outro acontecimento. Para definir tal conceito de modo formal e utilizável 
na prática, vamos recorrer ao conceito de probabilidade condicional. 





Se A é independente de B, então B será independente de A? Analisemos a situação. Por definição 
de probabilidade condicional temos 





Assim, B também é independente de A. 


Podemos definir a independência de dois acontecimentos de forma diferente, se atendermos à de- 
finição de probabilidade condicional. Nestas condições teremos P(A) = P(A | B) se e somente se 


de 


Podemos assim dizer que dois acontecimentos A e B são independentes se a probabilidade con- 
junta é igual ao produto das probabilidades de cada um deles 


P(ANB) = P(AJP(B) 


Dois acontecimentos que não sejam independentes dizem-se acontecimentos não independen- 


tes. 
TAREFA RESOLVIDA 7 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE) 


Consideremos a experiência aleatória que consiste em retirar 2 bolas, sem reposição, de uma caixa 
com 3 bolas vermelhas e 2 azuis. Seja A o acontecimento “saiu exatamente uma bola vermelha” e 
B o acontecimento “saíram 2 bolas vermelhas”. 
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a) Investiga se os acontecimentos são disjuntos. 





b) Investiga se os acontecimentos são independentes. 


RESOLUÇÃO 


a) Os acontecimentos A e B são disjuntos pois não podemos tirar uma e uma só bola vermelha e ao 
mesmo tempo tirar duas bolas vermelhas. Assim P(An B)=0. 


b) Temos que P(A) = 12/20 e P(B) = 6/20 pelo que P(A)x P(B) = se Para serem independen- 
400 


tes teríamos de ter P(An B) = P(A)x P(B). Como o produto é diferente de zero os aconteci- 
mentos não são independentes. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


A NÃO ESQUECER 


NÃO É EQUIVALENTE OS ACONTECIMENTOS SEREM DISJUNTOS E SEREM INDEPENDENTES. 


TaRrErA 8 


Tendo dois dados de 12 faces, em que cada um tem Y faces vermelhas e 5 brancas, perguntou-se a 
40 estudantes qual dos acontecimentos era mais provável, no lançamento dos dois dados: 


a) Sair 2 faces vermelhas, ou; 
b) Sair 1 face vermelha e 1 branca. 


Trinta e seis estudantes responderam que era mais provável sair 2 faces vermelhas. Estás de acordo? 
Justifica. 


Aos mesmos estudantes, mostraram-se 3 dados de 4 faces, cada um com 3 faces vermelhas e uma 
branca. No lançamento dos 3 dados, qual o acontecimento mais provável: 


a) Sair 3 faces vermelhas, ou 


b) Sair 2 faces vermelhas e 1 branca? 
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Todos os estudantes responderam que o acontecimento i) era o mais provável. Estás de acordo? 
Justifica. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


ExERCÍCIOS 


Dois acontecimentos A e B são independentes. A probabilidade de ocorrer o aconteci- 


1 2 
mento A é de — e do acontecimento B é —. 
3 


1.1 Qual a probabilidade de os acontecimentos A e B ocorrerem simultaneamente? 
1.2 Qual a probabilidade de que nenhum dos acontecimentos ocorra? 


Um casal tem três filhos. Consideremos os seguintes acontecimentos: 
A: “o casal tem no máximo uma rapariga” 
B: “o casal tem filhos de ambos os sexos” 


Calcula P(A), P(B) e P(An B) e verifica se A e B são acontecimentos independentes. 


Numa experiência aleatória os acontecimentos A e B são tais que P(A) = 0,22 e 
P(B) = 0,91. Os acontecimentos são independentes? 


Na Escola Secundária Anastácio da Cunha há torneios de basquetebol interturmas 
todas as semanas, ao ritmo de um jogo por semana. Há contudo um problema no 
Pavilhão Desportivo da escola: uma grande claraboia de um dos lados dificulta a vida 
da equipa que joga virada para esse lado. Assim, procede-se sempre a um sorteio de 
lançamento de moeda ao ar no início do jogo para determinar quem começa o jogo 
virado para a claraboia. Em 6 semanas seguidas a turma do 12.º G jogou sempre 
contra a claraboia. O capitão foi denunciar a situação ao professor de Matemática 
argumentando que era impossível tal acontecer com uma moeda equilibrada. Que lhe 
respondeu o professor? 





92 3. Probabilidade condicionada 


LEITURA(S) 


COCO CCC CLOCLLCOLCLC CCC COLOCOU OCO LUCRO LOCO sons 0s 


ADN identifica assassino 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE 


Vida, morte e probabilidade condicional 


A probabilidade de uma pessoa falar inglês, par- 
tindo do princípio que essa pessoa é de nacio- 
nalidade americana, será, por hipótese, de 95%. 
Contudo, a probabilidade de determinada pessoa 
ser americana dado o facto de falar inglês será 
bem menor, digamos 20%. A probabilidade con- 
dicional de um indivíduo ser rico dado o facto de 
ser cardiologista será bastante elevada. Em con- 
trapartida, a probabilidade condicional inversa 
de um indivíduo ser cardiologista dado o facto 
de ser rico será muito baixa. 


A compreensão deste conceito matemático de 
probabilidade condicional é um elemento es- 
sencial para a correta interpretação das notícias 
sobre crimes que aparecem nos jornais. Mais es- 
pecificamente, esse conceito está na base do que 
se tem designado por “paradoxo da acusação”, 
designação essa que talvez pudesse ser alterada 
para “quebra-cabeças do advogado de defesa”. 
Eis a história. Uma impressão digital ou frag- 
mento de ADN encontrado no local de um crime 
coincide com o de Mr. Smith. Os títulos dos jor- 
nais anunciam que a probabilidade de coincidên- 
cia com alguém que está inocente é de uma num 
milhão. Contudo, a probabilidade condicional 
mais relevante é a possibilidade de uma pessoa 
estar inocente, considerando que as suas impres- 
sões digitais coincidem com as encontradas no 
local do crime. 


Passemos agora para um cenário numérico. Ima- 
ginemos que o crime foi cometido numa cidade 
com aproximadamente dois milhões de habitan- 
tes. Estamos no ano 2001 e possuem-se ficheiros 
informáticos com os dados do ADN ou com as 


coco soco ceso seco sesosso 


COCO socos Ooo Caneco socos sos 0. 


impressões digitais de todos os habitantes dessa 
cidade. Vamos também partir do princípio de 
que há três habitantes com impressões digitais 
muito próximas das encontradas no local do 
crime; na prática, estas impressões são sempre 
ligeiramente confusas e passíveis de várias inter- 
pretações. Duas das três pessoas estão inocentes 
e a terceira é culpada. Assim sendo, a proba- 
bilidade condicional de haver uma coincidência 
de impressões digitais, a partir do momento que 
uma pessoa está inocente, é de duas em dois 
milhões, ou seja, de uma num milhão. Em con- 
trapartida, a probabilidade condicional de uma 
pessoa estar inocente, dado o facto de as suas 
impressões digitais coincidirem com as encontra- 
das no local do crime, é de duas em três; esta 
última probabilidade constitui mais do que uma 
dúvida aceitável. Assim sendo, e para reforçar 
provas forenses, devem sempre procurar-se pro- 
vas circunstanciais ou a motivação. 


Mesmo nos casos que não envolvam um trabalho 
“detectivesco” altamente es- 
pecializado, há que apurar 
qual a probabilidade condicio- 
nal que é relevante. A proba- 
bilidade de, por exemplo, as 
caraterísticas de uma pessoa 
inocente coincidirem com as características do 
culpado, obtidas através de uma complexa des- 
crição verbal, pode ser extremamente pequena. 
No entanto, devemos sempre colocar a questão 
de qual a probabilidade de alguém que corres- 
ponde à descrição poder estar inocente. É a esta 
questão que o júri tem de responder. 





(adaptado de John Allen Paulos , “As notícias e a Matemática”, Publicações Europa-América, Mem 
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Martins, 1997) 
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SÍNTESE 





O essencial passado em revista 


Diagrama de Vemn 





No contexto deste tema, os números p, q, r e s tanto podem ser valores de frequências absolu- 
tas, relativas, ou até probabilidades; o contexto do problema ajudará a esclarecer a situação. 


Se os números p, q, r e s representam probabilidades, então tem-se que P(A) = q+r,, 
P(B) =r+s, P(AnB) =r, (AU B) e P(AUB)=»p. Nestecasoseráp+q+r+s=1. 


Dados dois acontecimentos A e B, com P(A) > 0, define-se a probabilidade condicional de 
B sabendo que 4 ocorreu e representa-se por P(B | 4), ao quociente 


P(An B) 
P(A) 


A probabilidade da interseção de dois acontecimentos, ou probabilidade conjunta 
de dois acontecimentos é dada por 


P(AnB)=P(B)P(A | B) 
ou, de forma equivalente, por 
P(AnB)= P(A)JP(B | 4) 


Uma árvore de probabilidades para o caso de haver inicialmente dois acontecimentos pos- 
síveis Al e A2 e depois logo a seguir haver outros dois acontecimentos possíveis Bl e B2: 





O acontecimento A é independente do acontecimento B, com P(A) > 0 e P(B) > 0, se a pro- 
babilidade de A se verificar, é igual à probabilidade condicional de A se realizar, dado que B 
se realizou, isto é 

P(A) = P(A | B) 
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Exercícios globais 


Pratica + 


1. Um saco contém 3 bolas brancas e 2 bolas azuis. Retiram-se duas bolas sem reposição. Cal- 
cula a probabilidade de: 


1.1 a segunda bola ser azul, dado que a primeira é azul. 
1.2 a segunda bola ser da mesma cor da primeira. 
1.3 a primeira bola ser branca, dado que a segunda é branca. 


2. De um questionário administrado aos alunos de uma escola sabe-se que 40% leem um jornal 
diário e que 30% leem uma revista. Também se sabe que 10% lê revistas mas não jornais. 


Calcula a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso: 
2.1 Leia jornais ou revistas; 


2.2 Não leia revistas sabendo que Jê jornais. 





3. Numa turma sabemos que 70% dos alunos jogam futebol, 30% jogam basquetebol e 20% não 
jogam nem futebol nem basquetebol. 


Escolhido um aluno ao acaso determina a probabilidade de: 
3.1 Sabendo que joga futebol também joga basquetebol; 
3.2 Sabendo que joga basquetebol não joga futebol. 


4. Sejam A e B dois subconjuntos do espaço de resultados S representados no diagrama ao lado. 
Para cada questão reproduz no teu caderno o diagrama e pinta o conjunto C: 
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4.1 


4.2 


4.3 


S 
C=AnB 
C=AUB 
C=AUB 


Para poder direcionar melhor a publicidade difundida num cinema, interrogam-se as pessoas 
à saída de uma sessão. A empresa que faz a sondagem interessa-se em particular pelos acon- 
tecimentos seguintes: 


A“A pessoa interrogada possui uma viatura” 


B“A pessoa interrogada possui um telemóvel” 


Obtêm-se os resultados representados no seguinte diagrama: 


5.1 
5.2 
5.3 


5.4 





Quantas pessoas foram interrogadas? 
Qual a probabilidade que a pessoa interrogada possua uma viatura”? 
Qual a probabilidade que a pessoa interrogada possua um telemóvel? 


Qual a probabilidade de que a pessoa interrogada não possua uma viatura? 


Um saco contém 18 bolas equiprováveis, sendo 10 verdes e 8 brancas. Tira-se uma bola e 
repõe-se no saco. Qual a probabilidade de saírem duas bolas verdes em duas extrações su- 
cessivas? 


No lançamento de dois dados determina a probabilidade de obter: 


Ta 
7.2 
7.3 
7.4 


um 3 em pelo menos um dos dados. 
a soma dos pontos ser 7. 
3 num dos dados sabendo que a soma é 7. 


soma 7 sabendo que num dos dados saiu um 3. 


e D ! | HA 
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8. — Lançam-se simultaneamente 5 moedas de euro. Determina a probabilidade de obter pelo 
menos uma face de euro. 


9. Numa experiência aleatória os acontecimentos A e B são tais que P(A) = 0,52e P(B) = 0,49. 
Os acontecimentos são independentes? 


10. Numa experiência aleatória os acontecimentos À e B são tais que P(A) = 0,22 e P(B) = 0,23. 
Os acontecimentos são independentes? 


11. No lançamento de um dado cúbico equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, determina 
a probabilidade de sair o número 3 sabendo que saiu um número ímpar. 








12. No lançamento de um dado cúbico equilibrado, com as faces numeradas de 3 a 8, determina 
a probabilidade de sair o número 3 sabendo que saiu a — BE 
um número ímpar. - E 


13. No lançamento de um dado octaédrico equilibrado, 
com as faces numeradas de 1 a 8, determina a pro- 
babilidade de sair o número 3 sabendo que saiu um 
número ímpar. 





14. No lançamento de um dado dodecaédrico equilibrado, 
com as faces numeradas de 1 a 12, determina a pro- 
babilidade de saírem os números 3 ou 5 sabendo que 
saiu um número ímpar. 





Pensa e Resolve 1 1 


15. Para estudar o absentismo num determinado mês numa escola portuguesa de determinada 
região foram interrogados ao acaso 300 alunos da Escola Secundária Anastácio da Cunha. 
Foram obtidos os seguintes resultados: 


25% estiveram ausentes pelo menos um dia; 
12% estiveram ausentes pelo menos dois dias; 
10% estiveram ausentes pelo menos três dias; 
5% estiveram ausentes pelo menos quatro dias; 
3% estiveram ausentes pelo menos 5 dias. 


Escolhe-se um aluno ao acaso. 
15.1 Calcula a probabilidade de que este aluno tenha estado ausente: 
15.1.1 Pelo menos um dia; 
15.1.2 Exatamente um dia; 
15.1.3 Exatamente 2 ou 3 dias. 


15.2 Qual a probabilidade de que este aluno nunca tenha estado ausente? 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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Numa turma de 12.º ano de Ciências e Tecnologia é constituída por 25 alunos, dos quais 11 
são rapazes. Dos rapazes sabe-se que 3 têm cabelos loiros e 8 cabelos castanhos. Das rapari- 
gas 6 têm cabelos loiros e 8 cabelos castanhos. 


Calcula a probabilidade de escolhido um aluno ao acaso: 
16.1 Tenha cabelo loiro. 
16.2 Seja um rapaz. 
16.3 Seja um rapaz de cabelo loiro. 
16.4 Tenha cabelo loiro sabendo que é uma rapariga. 


Um saco contém 15 bolas, sendo 8 verdes e 7 azuis. Retiram-se sem reposição duas bolas. 
Determina a probabilidade de: 


17.1 A segunda ser verde se a primeira é azul; 
17.2 A segunda é azul sabendo que a primeira é verde. 


Tiram-se duas cartas de um baralho de 40 cartas. Qual a probabilidade de saírem duas car- 
tas de ouros: 


18.1 Sea primeira carta for reposta; 
18.2 Sea primeira carta não for reposta. 


Num saco há 10 bolas azuis e 5 verdes. Retira-se 
uma bola da caixa. Se é verde, ela é recolocada no 
saco. Se é azul, é recolocada na caixa e juntam-se 
mais duas bolas azuis. 





Determina a probabilidade de que a segunda bola 
retirada da caixa seja: 


19.1 Azul; 
19.2 Verde. 


Um aparelho é construído com 3 peças. Cada uma das peças é fabricada por uma máquina 
diferente. A primeira máquina produz 1% de peças defeituosas, a segunda 1,5% e a terceira 
2%. Calcula a probabilidade de se produzir um aparelho defeituoso. 


Numa cidade a população é constituída por 40% de homens e 60% de mulheres. Sabendo que 
50% dos homens e 30% das mulheres têm o 12.º ano 

de escolaridade. Determina a probabilidade de que 
uma pessoa que tenha o 12.º ano seja homem 


Numa caixa estão 4 bolas, duas delas marcadas 
com um 1 e as outras duas marcadas com um 2. 
Fazem-se três extrações de bolas da caixa. Calcula 
a probabilidade de que o número formado pelas três 
bolas seja o 121, se supusermos que: 





22.1 Cada bola é reposta na caixa, depois de ser 
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extraída; 
22.2 Nenhuma bola é resposta na caixa. 


23. Uma das classificações para o sangue humano é feita em 4 grupos distintos: A, O, Be AB. 
Independentemente do grupo, o sangue pode possuir, ou não, o factor Rhesus. Se o sangue 
de um indivíduo possuir esse factor, diz-se Rhesus positivo (Rh-+): se não possuir esse factor, 
diz-se Rhesus negativo (Rh-). 


A distribuição dos grupos sanguíneos, nas diferentes partes do mundo, é variável. À frequên- 
cia destes grupos em Portugal, de acordo com um estudo recente, realizado numa população 
de dadores do Instituto Português do Sangue, é a que consta na Tabela seguinte: 








“Fator - Grupo A :O 'B “AB 
ERDE BO BBDO TD EBD 
Rh- ras 6% 2% 1% 


Escolheu-se, ao acaso, um indivíduo da população de dadores utilizada no estudo do Insti- 
tuto Português do Sangue. 


23.1 Calcula a probabilidade de o indivíduo escolhido ser do grupo O, sabendo-se que é Rh-. 
23.2 Calcula a probabilidade de o indivíduo escolhido ser Rh- sabendo que é do grupo O. 


24. No controle de produção encetado por uma fábrica sabe-se que em cada 10 peças há duas 
defeituosas mas pretende-se encurtar o processo de verificação tanto quanto possível, que é 
feito retirando peças ao acaso de cada conjunto de 10 peças até aparecerem as duas peças 
defeituosas. 


24.1 Qual a probabilidade de a segunda peça retirada ser defeituosa, sabendo que a primei- 
ra peça retirada é defeituosa? 


24.2 Qual a probabilidade de as duas primeiras peças retiradas serem ambas defeituosas? 


Reflete 7 + 1 


25. Prova que se dois acontecimentos A e B são independentes então os acontecimentos 4 e B 
. são independentes. 


26. Mostra que dois acontecimentos incompatíveis e possíveis não podem ser independentes. 


27. Sabendo que os acontecimentos A, Be C são independentes dois a dois e que P(ANB)z0 
, mostra que P(C | AnB)= P(C). 


28. Prova que P(A-B)=P(A)- P(ANB). 
29. Mostra que dois acontecimentos independentes e possíveis A e B verificam: 


P(ANB)=P(A|B)xP(B|4) 


30. Provaque P(A|B)=P((AU B)|B). 
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CONSELHOS PARA OS EXAMES — N.º 3 


Como organizar as respostas no exame? 


Os critérios gerais de classificação do exame de Matemática A impõem uma série de regras que im- 
porta conhecer antes do exame para não se ser penalizado por coisas onde o aluno até pode dominar 
perfeitamente mas que, por distração ou precipitação, não responde corretamente. 


O primeiro critério importante diz respeito à clareza da escrita: 


As respostas ilegíveis ou que não possam ser claramente identificadas são classif- 
cadas com zero pontos. 


Assim, é importante escrever de forma legível e indicar claramente a que questão se está a respon- 
der. 


E quando se tenta emendar uma resposta ou mesmo substituir uma resposta anterior, como fazer? 


Se o examinando responder a um mesmo item mais do que uma vez, não eliminan- 
do inequivocamente a(s) resposta(s) que não deseja que seja(m) classificada(s), 
deve ser considerada apenas a resposta que surgir em primeiro lugar. 


Mas a resposta que o aluno deu em primeiro lugar, se calhar não é a que pretende seja corrigida. E 


pois conveniente assinalar claramente qual das respostas se pretende que seja corrigida. O melhor é 
riscar a que não se pretende ver corrigida. 


Os exames do 12.º ano costumam ter mais de uma versão (que diferem na ordem das respostas da 
parte de escolha múltipla: 


A ausência de indicação inequívoca da versão da prova (Versão 1 ou Versão 2) 
implica a classificação com zero pontos das respostas aos itens de selecção (escolha, 
múltipla). 


E por isso fundamental indicar bem qual das versões da prova se tem. O melhor é fazer isso logo 
no início da prova. 


(baseado no documento oficial “Prova Escrita de Matemática A - critérios gerais de classificação - 
Prova 635/1.º Fase - 2011) 
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1. Seja Eo espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


Itens de exame 


Sejam A e B dois acontecimentos (ACE e BC E). 
Tem-se que: 

P(An B) = 10% 

P(A) = 60% 


P(AU B) = 80% 


Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A | B)? 


(a)! (B)- > (D)) 
2 3 4 5 
2. Uma caixa contém cinco bolas brancas e cinco bolas pretas, indistinguíveis ao tacto. Tiram- 


-se ao acaso, sucessivamente e sem reposição, duas bolas da caixa. 
Considera os seguintes acontecimentos: 

B, - a bola retirada em primeiro lugar é branca; 

B, - a bola retirada em segundo lugar é branca. 


Qual é o valor da probabilidade condicionada P(B | B)? 


1 4 1.5 4 5 

(A)— x — (B)-x— (C)— (Dj 

2 9 2 9 9 9 

3. Uma turma M tem sete rapazes e cinco raparigas. 


Uma turma N tem seis rapazes e seis raparigas. 

Escolhe-se, ao acaso, uma turma e, seguidamente, um elemento dessa turma. 
Considera os acontecimentos: 

X: « a turma escolhida é a turma M »; 

Y: « o elemento escolhido é a rapariga ». 


Indica a probabilidade condicionada P(Y | X). 
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Uma formiga desloca-se ao longo de um caminho que, como a figura mostra, vai apresentan- 
do bifurcações. 


A formiga nunca inverte a sua marcha. 


Ao chegar a uma bifurcação, opta 70% das vezes pelo caminho 
da esquerda. 





Qual é a probabilidade de a formiga ser apanhada pela ara- 
nha? 


Em cada uma das opções seguintes (A, B, Ce D) estão representadas quatro figuras (as 
figuras são círculos ou quadrados e estão pintados de branco ou de preto). 


(A) 


(B 
OLI o [| 
E = [IB 
(C) ( 
00 Õ 
“EH E 


Para cada opção, considera: 

À experiência que consiste na escolha aleatória de uma das quatro figuras; 
Os acontecimentos: 

X: «a figura escolhida é um quadrado» 

Y: «a figura escolhida está pintada de preto». 


1 
Em qual das opções se tem P(X|Y)=—? 
2 


O sangue humano está classificado em quatro grupos distintos: A, B, ABe O. 
Independentemente do grupo, o sangue pode possuir, ou não, o factor Rhésus. 


Se o sangue de uma pessoa possui este factor, diz-se Rhésus positivo (Rh*); se não possui 
este factor, diz-se Rhésus negativo (Rh). 


Na população portuguesa, os grupos sanguíneos e os respectivos Rhésus estão repartidos da 
seguinte forma: 


ilidad ondicionad 





6.1 Escolhido um português ao acaso, qual é a probabilidade de o seu grupo sanguíneo não 
ser o O? Apresenta o resultado sob a forma de percentagem, arredondado às unidades. 


6.2 Escolhido um português ao acaso, e sabendo que é Rhésus negativo, qual é a probabili- 
dade de o seu grupo sanguíneo ser o A? Apresenta o resultado sob a forma de percen- 
tagem, arredondado às unidades. 


Seja S o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos possíveis (AC S e BCS). 


Sabe-se que: 


P(ANB)=0,1 
P(AUB)=0,8 
P(A | B)=0,25 


Prova que A e 4 são acontecimentos equiprováveis. 


(P designa probabilidade, A designa o acontecimento contrário A e P(A|B) designa a 
probabilidade de A, se B). 


Seja S o espaço de resultados associado a uma experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos possíveis (AC S e BC S). 


Prova que 


P(ANB)= P(A)- P(B)+ P(A| B)x P(B) 


(P designa probabilidade, 4 e B designam os acontecimentos contrários de A e B, respec- 
tivamente, e P(A | B) designa a probabilidade de 4, se B). 


Considera: 

Uma caixa com seis bolas, todas brancas; 

Seis bolas pretas, fora da caixa; 

Um dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6. 
Lançam-se duas vezes o dado. 


Tiram-se, da caixa, tantas bolas brancas quantas o número saído no primeiro lançamento. 
Colocam-se, na caixa, tantas bolas pretas quantas o número saído no segundo lançamento. 
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10. 
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9.1 


9.2 


Qual é a probabilidade de a caixa ficar com seis bolas? Apresenta o resultado na forma 
de fracção irredutível. 


Sejam A e B os acontecimentos: 


A - «Sai face 5 no primeiro lançamento do dado.» 
B - «Ficam, na caixa, menos bolas brancas do que pretas.» 


Indica, justificando, o valor da probabilidade condicionada P(B | 4). Apresenta o re- 
sultado na forma de fracção irredutível. 


Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiência aleatória. 


Sejam E, e E, dois acontecimentos possíveis (E CS e E CS. 


10.1 


10.2 


10.3 


Prova que P(E UE )=1-P(E)xP(E |E) 


(P designa probabilidade, E, e b, designam os acontecimentos contrários de E, e E, 
ve P(E, | E) designa a probabilidade de E,, se E). 


Um baralho de cartas completo é constituído por cinquenta e duas cartas, repartidas 
por quatro naipes de treze cartas cada: espadas, copas, ouros e paus. 


De um baralho completo extraem-se, sucessivamente e sem reposição, duas cartas. 


Qual a probabilidade de pelo menos uma das cartas extraídas não ser do naipe de es- 
padas? Apresenta o resultado na forma irredutível. 


Nota: se o desejares, utiliza a igualdade referida na alínea anterior; neste caso, deverás 
começar por caracterizar claramente os acontecimentos E, e E,, no contexto da situ- 
ação apresentada. 


Num certo jogo de cartas, utiliza-se um baralho completo e dão-se treze cartas a cada 
jogador. 


Imagina que estás a participar nesse jogo? 
Qual é a probabilidade de, nas treze cartas que vais receber, haver exatamente seis 


cartas do naipe de espadas? Apresenta o resultado na forma de percentagem, arredon- 
dado às unidades. 
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60 minutos 


Prova global 


1. —Selançarmos três vezes uma moeda de euro, qual a probabilidade de sair uma face de “euro”? 


2. Num dado viciado a probabilidade de sair uma face com um número par é o dobro de sair 
qualquer número ímpar. Determina a probabilidade de num lançamento do dado sair um 
número primo? 





3. O triatlo é uma prova de atletismo constituída por três provas consecutivas: natação, corrida 
e ciclismo. À probabilidade de um atleta escolhido ao acaso terminar a prova de natação é 


6 j 5 Ea Ê E 
de —. Dos atletas que terminam a natação, a probabilidade de um deles terminar a corrida 
7 


é de —. Qual a probabilidade de um atleta, escolhido ao acaso, termine a segunda prova? 


| 


4. No lançamento de um dado equiprovável considera os acontecimentos: 
A: “sair um número par”. 
B: “ sair um número maior que 4” 
C: “sair um múltiplo de 3” 


Indica justificando dois acontecimentos independentes e dois acontecimentos dependentes. 


5. Um árbitro de futebol tem três cartões. Um todo vermelho, outro todo amarelo e um outro 
com uma face vermelha e outra amarela. Qual é a probabilidade de o árbitro mostrar um dos 
cartões a um jogador e ver uma face vermelha e o jogador a face amarela? 
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Distribuição de probabilidades 





Deus não joga dados com o universo. 
Albert Einstein 


Para o Jornalista, Tudo o que é Provável é Verdade 
Agustina Bessa Luís 

Para o jornalista, tudo o que é provável é verdade». Trata-se 
dum axioma estupendo, como tudo o que Balzac inventa. 
Refletindo nele, nós percebemos quantas falsidades se ex- 
plicam e quantas arranhadelas na sensibilidade se resumem 

a fanfarronices e não a conhecimento dos factos. Em geral, 
o pequeno jornalista é um profeta da Imprensa no que toca 
a banalidades, e um imprudente no que se refere a coisas 
sérias. Quando Balzac refere que a crítica só serve para fazer 
viver o crítico, isto estende-se a muitas outras tendências do 
jornalista: o folhetinista, que é o que Camilo fazia nas gazetas 
do Porto. 

in “Dicionário Imperfeito” 


Recordemos que o nosso objeto de estudo são populações, isto é, conjuntos de elementos ou indi- 
víduos (não necessariamente pessoas) com características comuns; a cada uma dessas características 
comuns, que assumem valores diferentes de indivíduo para indivíduo, chamamos variável. Já vimos 
também que chamamos experiência aleatória ao processo que permite obter uma observação 
ou resultado de uma variável tal que antes da observação não se tem conhecimento suficiente para 
dizer qual dos resultados se vai verificar, tal que é possível fazer um grande número de realizações, 
independentes, da experiência e tal que se admite que é possível encontrar números entre O e 1, que 
representam a frequência relativa com que se verificam os resultados individuais de cada realização 
da experiência. 


Por exemplo, suponhamos que pretendíamos estudar a seguinte variável: preferência clubística 
(Sporting, Benfica, Porto ou outra) de cada aluno da Escola Secundária José Anastácio da Cunha, 
no ano lectivo de 2012/2013. 


Podemos dizer que a nossa população é constituída pelas preferências dos referidos alunos. Recolher 
uma amostra de dimensão 40, não é mais do que realizar 40 vezes a experiência aleatória que con- 
siste em selecionar aleatoriamente um aluno e perguntar-lhe a preferência. Sabemos que os valores 
possíveis para a variável “preferência clubística” são Porto, Benfica, Sporting ou outro clube, mas 
em cada repetição da experiência não sabemos qual o resultado que se vai verificar (característica 
da experiência aleatória), pelo que à variável chamamos variável aleatória. Temos assim que 
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As variáveis aleatórias podem ser discretas ou contínuas; são discretas quando assumem um núme- 
ro finito ou infinito enumerável de valores e contínuas quando podem assumir qualquer valor de um 
intervalo pertencente ao seu domínio de variação. Iremos estudar apenas variáveis aleatórias que 
assumem um número finito de valores. São exemplos de variáveis discretas o número de acidentes 
de trabalho, por mês, num determinado país, o número de filhos de uma família portuguesa, o nú- 
mero de monovolumes vendidos num país num determinado ano, o número de assoalhadas de um 
apartamento, o número de anos de escolaridade de um adulto da classe etária [40, 50], etc. 


7 [4538714228 


hypoxia 
29740NO 


www.flickr.com /photos /48722 






9 





Population growth por eutrophicatio 


http 


As variáveis aleatórias são normalmente representadas por letras maiúsculas X, Y, Z, .... Utilizam- 
-se as correspondentes letras minúsculas, para representar os valores observados dessas variáveis 
aleatórias. 


TAREFA RESOLVIDA 1 


COCO LOCOLCLLCOCLCLCCCCCLLCCCLOLCCLLCCOCCLCOLC OLL LLC CCL CCLOOCLCCCC COLOCO CLLOCCLCCOC OCR OCO OCO 00s 


Retomemos o exemplo do lançamento de um dado cúbico comum, isto é a experiência aleatória que 
consiste em lançar esse dado e verificar a face que fica virada para cima, identificada pelo número 
de pintas; relembremos que neste caso os diferentes acontecimentos elementares são (1), (2), (3), 
[4h (5), (6) e que as faces podem ficar viradas para cima com igual probabilidade; Vimos já que, 
havendo 6 acontecimentos elementares de igual probabilidade a ser considerados, a probabilidade 
de cada acontecimento elementar terá de ser 1/6: 
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Número de pintas da: 
face que fica virada: 1 2 3 4 5 6 
para cima 





P(X =2) 
Este modelo de probabilidade descreve bem a situação em causa (podemos até dizer, como veremos, : 
que obtivemos uma, distribuição de probabilidade por estar indicada a probabi- ; Ê 
lidade para cada valor da variável). O que acontecerá se forem lançados dois 
dados simultaneamente? 


RESOLUÇÃO 





Neste caso obteremos obviamente um modelo de probabilidade diferente, pois a 
população é diferente (pintas de dois dados), a variável é diferente (soma das pintas dos dois dados), 
é uma experiência aleatória diferente (são lançados dois dados). 


Usando 


* Número de pintas da face que fica virada : 


CAPA para cima no dado 1. E e a ” É A E E Ê 
Soma das pintas se sair 1 pinta na face 
À . , 2 3 4 5 6 7 
que fica virada para cima no dado 2 di 
Soma das pintas se sairem 2 pintas na 
: : À à FR 4 5 6 Tr 8 
o 
: Soma das pintas se sairem 3 pintas na 
E : : ) io 4 5 6 7 8 9 
: face que fica virada para cima no dado 2; iii 
: Soma das pintas se sairem 4 pintas na 
: É É as 6 7 8 9 10 
A 
Soma das pintas se sairem 5 pintas na 6 7 8 9 10 n 
: face que fica virada para cima no dado 2 : io 
Soma das pintas se sairem 6 pintas na 7 8 9 10 H 19 


: face que fica virada para cima no dado 2 : 


Recorrendo, por exemplo, à definição de Laplace de probabilidade, podemos construir agora o mo- 
delo de probabilidade desta experiência aleatória. Temos 36 casos possíveis e a tabela fornece-nos o 
número de casos favoráveis em cada caso: 
Número de pintas 
da face que fica: 
virada para cima 2 3 4 5 6 it 8 9 10 ill 11% 
Y = y, + : . : : . : : : : : 


Probabilidade 
P(Y =9) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 1/36 1/36 1/36 
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(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TAREFA 2 


Consideremos a variável aleatória X que representa o número de faces que se obtêm no lançamento 
de 1 moeda 3 vezes (equivalente a lançar 3 moedas uma vez). Esta variável pode assumir os valores 
0-1, 2008. 


Determina o modelo de probabilidade da experiência aleatória que consiste em lançar 3 vezes a 
moeda. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


ExERCÍCIOS 


Considera a experiência aleatória que consiste no lançamento de dois dados e na ob- 
servação das faces voltadas para cima. Considera a variável aleatória “número de 3 
obtidos no lançamento dos dois dados”. 


Determina o modelo de probabilidade associado à experiência aleatória. 


Um cofre tem 7 pedras preciosas: 5 esmeraldas 2 safiras. Retiramos ao acaso sucessi- 
vamente três dessas pedras preciosas, com reposição da pedra retirada. 


Considera a variável aleatória “número de rubis que ocorre em cada extração das 3 
pedras preciosas”. 


Determina o modelo de probabilidade associado à experiência aleatória. 





Recordemos que as probabilidades satisfazem três regras, já enunciadas no capítulo 2, que podemos 
agora traduzir em termos de variável aleatória como: 


a) À probabilidade da variável aleatória assumir qualquer um dos seus valores admissíveis está entre 
0 e 1 (podendo ser 0 ou 1). 


b) A soma das probabilidades da variável aleatória assumir todos os seus valores é igual a 1. 
Retomemos o exemplo da tarefa 1, onde foi estudada a variável aleatória que representa a soma das 


pintas no lançamento de dois dados. Podemos representar graficamente o modelo de probabilidade 
obtido: 
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Diz-se que obtivemos um gráfico de uma distribuição de probabilidades. A regularidade que este 
gráfico apresenta justifica que se estude com mais profundidade esta situação. Definamos pois uma 
distribuição de probabilidade. Vamos estudar apenas variáveis aleatórias que assumem um número 
finito de valores distintos (ditas variáveis aleatórias discretas). 





























TAREFA RESOLVIDA 3 


EEE EEE EEE EEE EEE) EEE EEE EEE EEE EEE EEE soc coseneco senao. secccoss 


Seja X a variável aleatória que representa o número de raparigas nas famílias de 4 filhos. Obtenha 
a distribuição de probabilidade de X, admitindo que a probabilidade de ser rapaz é igual à de ser 
rapariga. 


RESOLUÇÃO 


Os valores possíveis da variável aleatória X são 0, 1, 2, 3 e 4. Representemos as raparigas por À e os 
rapazes por M. Podemos estabelecer um diagrama de árvore para analisar esta situação. 
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1.º Filho 2.º Filho 3.º Filho 4.º Filho 1.º Filho 2.º Filho 3.º Filho 4.º Filho 


A partir deste diagrama podemos estabelecer facilmente a distribuição de probabilidades, recorren- 
do mais uma vez à definição de Laplace de probabilidade. A probabilidade de ser X = 0, ou seja, de 
a variável aleatória X tomar o valor 0, obtém-se vendo quando não há raparigas na família; olhando 
para o diagrama vemos que isto acontece 1 vez em 16 vezes pelo que P(X = 0) = 1/16. A probabi- 
lidade de ser X = 1, ou seja, de a variável aleatória X tomar o valor 1, obtém-se vendo quando há 
1 rapariga na família; isto acontece 4 vez em 16 vezes pelo que P(X = 0) = 4/16. Para os outros 
casos é idêntico pelo que a distribuição de probabilidades neste caso é 





p=PÓrEo), 1/16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


COBOL LOCO CELL LOCO CDC CLCOCCLCLOCOC CDC OCO COCO 00 8 


Consideremos a variável aleatória X que representa o número bolas que é preciso tirar de uma caixa 
com 5 bolas, sendo 3 vermelhas e 2 azuis, até sair uma bola azul. Esta variável pode assumir os 
valores 1, 2, 3 ou 4. 


Determina o modelo de probabilidade da experiência aleatória que consiste em retirar bolas dessa 
caixa até sair uma bola azul. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 
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ExERCÍCIOS 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar ao ar duas vezes consecutivas 
uma moeda de euro e registar a face que fica voltada para cima (face do euro, face 
nacional). Determina a distribuição de probabilidades da variável aleatória X “número 
de faces nacionais registadas nos dois lançamentos”. 


Considera a experiência aleatória que consiste em fazer rodar duas vezes consecutivas 
um rapa e registar a face que fica voltada para cima (rapa, tira, deixa 

ou põe). Determina a distribuição de probabilidades da variável alea- 

tória Y “número de faces favoráveis (rapa, tira ou deixa) registadas 

nos dois lançamentos”. 


Uma certa função massa de probabilidade tem o seguinte aspeto: 


6/16 | 3/16 - 1/16 


Determina o valor de k. 





Estes casos são simples de analisar porque envolvem casos em que os acontecimentos elementares 
envolvidos têm igual probabilidade. E se a situação for muito complexa sendo difícil, mesmo impos- 
sível, analisar as probabilidades de cada valor da variável aleatória? Aqui podemos recorrer à defi- 
nição frequencista de probabilidade para aproximar o valor da probabilidade desconhecida, desde 
que consigamos um grande número de repetições da experiência aleatória. 


TAREFA RESOLVIDA 5 


Suponhamos que temos uma roda da sorte com 4 setores de áreas desiguais pintados cada um com 
sua cor e que queremos saber a probabilidade de sair cada uma das cores. Vamos à página 


http://www.shodor.org /interactivate /activities/ExpProbability / 


e simulamos um número grande de realizações da experiência aleatória. Ao fim de 200 realizações 
obtivemos o que está documentado na cópia de ecran: 
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Reset Spinner Number of Spins 


NT 9 

















Total Number of Spins = 200 
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O Shodor 


Em função destes dados podemos dizer que a distribuição de frequências relativas será dada pelos 
valores da tabela: 






Frequência 
relativa 


67/200 : 9/200 





p=P(X=2) 67/20 . 9/200 . 7,3/200 - 51/200 


A NÃO ESQUECER 


A DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADES DE UMA EXPERIÊNCIA ALEATÓRIA PODE SER OBTIDA, DE FORMA APROXI- 
MADA, PELA DISTRIBUIÇÃO DE FREQUÊNCIAS RELATIVAS QUANDO SE FAZ UM GRANDE NÚMERO DE REPETIÇÕES 
DA EXPERIÊNCIA ALEATÓRIA. 


TarEra 6 


Consideremos a mesma variável aleatória X que na tarefa 5, mas com uma roda da sorte com sec- 
tores de diferentes tamanhos que escolherás à vontade. Vai à página indicada e repete 200 vezes a 
experiência. Em função das áreas dos sectores consegues prever qual terá maior probabilidade de 
sair? Que distribuição de probabilidades obténs? 
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ExERCÍCIOS 


Os 250 alunos da Escola Secundária Anastácio da Cunha foram a uma visita de estudo 
ao Oceanário e a direção da Escola pretende determinar se a visita teve impacto nos 
alunos. Para isso inquiriu uma amostra de 50 alunos e estes eram solicitados a indicar 
o seu grau de satisfação dando uma pontuação de 1 (nada satisfeito) a 5 (muito satis- 
feito). O resultado do inquérito foi o seguinte: 


número 
Qual deverá ser a distribuição de probabilidades da variável aleatória X “Grau de sa- 
tisfação dos estudantes da Escola Secundária Anastácio da Cunha”? 


Consideremos que se lança um dado tetraédrico com as faces numeradas de 1 a 4, que 
não se sabe se é equilibrado. Ao fim de 200 lançamentos obteve-se o seguinte resultado: 





Quando se pretende estudar uma variável aleatória discreta (uma população de dados discretos), 
isto é, conhecer a sua distribuição de probabilidades, recolhe-se uma amostra de dimensão suficien- 
temente grande da população, e constrói-se a distribuição das frequências; obtemos assim uma 
ideia aproximada da distribuição de probabilidades. Enquanto que a distribuição de frequências se 
obtém a partir de apenas alguns elementos da população (uma amostra), a distribuição de proba- 
bilidades obtém-se a partir da população toda (donde a sua dificuldade). 


Com esta proximidade entre as frequências relativas das amostras e as probabilidades numa popu- 
lação, é natural que outras estatísticas calculadas a partir dos dados da amostra possam ter uma 
correspondência em termos de características da população. A estatística mais fácil de calcular é a 
média. Que relação terá a média de uma amostra com as variáveis aleatórias? 


Suponhamos que queremos conhecer a média de horas que os alunos da Escola Secundária Anas- 
tácio da Cunha passam por dia a ver televisão. Como esta escola tem 2012 alunos, não é prático 
perguntar a todos os alunos quantas horas passam a ver televisão. 
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Suponhamos que foi escolhida ao acaso uma amostra de alunos da escola e que se obtiveram os 
seguintes resultados: 





Número de 0 1 9 
Su DO e OM ne 
Número de 5 44 49 

alunos 


Com estes dados podemos determinar a média da amostra. Pode-se obter a partir de 





0x5+1x44+2x49+3x19+4x2 207 
119 119 


= 1,739 


Então os alunos passam cerca de 1,74 horas por dia a ver televisão. Suponhamos que neste caso se 
recolheram mais algumas amostras, tendo-se registado as respectivas médias. Obtiveram-se certa- 
mente valores todos diferentes uns dos outros, embora aproximados. Como seria de esperar, a média 
varia de amostra para amostra, já que existe sempre alguma oscilação nos dados recolhidos para a 
amostra. 


Poderemos obter um valor médio fixo que caracterize a amostra sem necessidade de obter aproxima- 
ções, se for possível conhecer a distribuição de probabilidade da população? Tendo em atenção que 
a distribuição de probabilidade é aproximada pela distribuição de frequências, é natural designar 
como valor médio da variável aleatória X a seguinte quantidade: 


u= TD, o TD, uai TP, 


Esta fórmula é obviamente aproximada pela fórmula antes usada pois as probabilidades são apro- 
ximadas pelas frequências relativas. Este valor médio é um valor fixo e é portanto uma característica 
do fenómeno aleatório em estudo. Ao valor médio também se costuma chamar valor esperado e 
portanto também se costuma usar a notação E(X) para o representar. 


TAREFA 7 


COCO OCULOS COLOCO COLOCO LOCO COLOCO COLOCO ECO COLOCO OLL COCO COCO once nc 0. 


Num jogo semelhante à Raspadinha, cada bilhete custa 1 euro e os prémios que se podem ganhar 
são 500 euros, 23 euros, 13 euros, 7 euros, 3 euros e 1 euro. 





Cada bilhete tem uma superfície susceptível de ser raspada, a qual revela um dos prémios anterio- 
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res ou nenhum prémio. São postos em circulação 6 000 000 bilhetes, de acordo com a distribuição 
seguinte: 


Será que um indivíduo que jogue sistematicamente este jogo, pode vir a ter a esperança de ficar 
rico? Ou seja, será que a média da variável aleatória que representa o lucro de um jogador que jogue 
neste jogo será positiva? 


(adaptado de ALEA, http://alea.ine.pt/) 


TaRrErA 8 


EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEEEA) 


Uma companhia de seguros instituiu um seguro de vida com a duração de 5 anos, para indivíduos 
de 21 anos, do sexo masculino, segundo a seguinte modalidade: a companhia paga uma indemniza- 
ção de 100 mil euros se o segurado morrer nos próximos 5 anos, sendo o prémio anual de 250 euros. 


Determina o lucro esperado para a companhia de seguros, tendo em conta as seguintes probabili- 
dades: 





adaptado de ALEA, http: //alea.ine.pt/) 


Pode-se provar que é válida a 





Esta Lei mostra a importância do conhecimento do valor médio de uma variável aleatória, visto que 
é aproximado pela média dos valores da amostra, sendo a aproximação tanto melhor quanto mais 
elementos tiver a amostra. Por outro lado, se não for possível calcular o valor médio de uma variável 
aleatória, podemos obter um valor aproximado se calcularmos o valor médio de uma amostra que 
tenha um número suficientemente grande de elementos. 
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ExERCÍCIOS 


5/16 | 5/16 1/16 


Determina o valor médio da variável aleatória X. 


Considera a distribuição de probabilidade da variável aleatória Y: 


10/16 4/16 


Determina o valor médio da variável aleatória Y. 





Duas outras estatísticas que estudámos no 10.º ano são a variância e o desvio padrão, ambas me- 
didas de dispersão (enquanto a média era uma medida de localização). Vimos que, para calcular a 
variância amostral, se multiplicava o quadrado do desvio relativamente à média para cada valor 
da variável pela respetiva frequência relativa e se somavam todos os produtos obtidos. À raiz qua- 
drada da variância amostral dá o chamado desvio padrão amostral. 


Procedendo de forma análoga ao que fizemos anteriormente, em que para obter o valor médio de 
uma variável aleatória a partir da média de uma amostra substituímos as frequências relativas pelas 
probabilidades, vamos agora substituir a média da amostra pelo valor médio da variável aleatória 
para obter a variância populacional a partir do desvio padrão amostral, calculado a partir da amos- 
tra. Á variância populacional (o desvio padrão da população subjacente à amostra) chamamos des- 
vio padrão populacional, e representamos por o para distinguir do desvio padrão amostral 
s, calculado a partir da amostra. 
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TAREFA RESOLVIDA 9 


COCO LDO COLOCO COCO DC LOCO LOCO CLS OLCC COOL OLLCCOCRLO COCO Ooo 0. 


O João pergunta ao Miguel o que é que ele prefere: ganhar 25 euros, qualquer que seja o resultado 
observado no lançamento de uma moeda, ou ganhar 75 euros se no lançamento da moeda sair cara, 
e perder 25 euros se sair coroa? O Miguel fica indeciso e pede-lhe um conselho. O que é que lhe 
aconselharias? 





RESOLUÇÃO o 


Quais as variáveis aleatória em causa? No primeiro caso, caso saia cara ou coroa, o ganho é sempre 
o mesmo, pelo que temos uma variável aleatória uniforme X. O valor 25 tem obviamente probabi- 
lidade 1. 


No segundo caso, caso saia cara o ganho é de 75 euros e no caso de sair coroa é preciso pagar 25 
euros. À variável aleatória Y para este caso será: 


Para comparar as duas situações comecemos por determinar os valores médios das duas variáveis 
aleatórias. O valor médio de X é obviamente 25. Calculemos o valor médio para a variável Y: 
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H, = VP, há VP, 
=75x0.5+(-25)x 0.5 
=25 
Obtivemos um valor idêntico para o valor médio ou valor esperado. Para os distinguir vamos agora 


calcular a variância populacional. No primeiro caso a variância é zero, pois o valor que X toma é 
igual à média. No segundo caso temos 


2 2 
2 — 
o:=(9-u,) p+(z,-4,) P, 
2 2 
E (75 - 25) x 0.5+(-25-25) x 0.5 
= 50ºx0.54+50º x 0.5 
= 50? 


A variância é enorme e o desvio padrão populacional será de 50 euros. Ou seja, o segundo jogo é 
mais arriscado, havendo uma variação muito maior dos possíveis ganhos. Deves pois aconselhar ao 
Miguel o primeiro jogo. 


(adaptado de ALEA, http://alea.ine.pt/) 


TareEra 10 


Supõe que vais jogar 2 jogos contra o mesmo adversário. A probabilidade de ganhares o primeiro 
jogo é 0,4. Se ganhares o primeiro jogo, a probabilidade de ganhares também o segundo jogo é 0,2. 
Se perderes o primeiro jogo, a probabilidade de ganhares o segundo é 0,8. 





a) Haverá independência entre os jogos? 
b) Qual a probabilidade de perderes ambos os jogos? 
c) Qual a probabilidade de ganhares ambos os jogos? 


d) Seja X a variável aleatória que representa o número de jogos que ganhas. Obtém o modelo de 
probabilidade para X. 


e) Qual o valor médio e o qual o desvio padrão de X? Que significam esses valores? 


(adaptado de ALEA, http://alea.ine.pt/) 
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HistTória(s) 


Louis Bachelier — o início da matemática financeira 





O matemático francês Louis Jean Baptiste Ba- 
chelier (1870-1946) é considerado o pai da ma- 
temática financeira. Apesar do brilhantismo do 
seu trabalho teve uma vida difícil. Nasceu na 
cidade francesa de Le Havre em 1870 e quando 
terminou o ensino secundário não pode entrar 
logo na universidade pois tanto o seu pai, mer- 
cador de vinhos, como a sua mãe faleceram e ele 
precisou de ficar a tomar conta do negócio da 
família e dos seus irmãos (uma irmã e um irmão 
de 3 anos). Apenas em 1892 conseguiu começar 
os seus estudos universitários onde foi aluno de 
Henri Poincaré. Em 1900 apresentou a sua tese 
de doutoramento intitulada “Teoria da Especu- 
lação” onde estudava aplicações do cálculo das 
probabilidades às operações da Bolsa de Valores. 
Apesar do impacto que esta tese teria mais tar- 
de, passou relativamente desapercebida no seu 
tempo e Louis Bachelier teve empregos precários 
de professor em Paris até ao início da I Guerra 
Mundial em 1914. Um dos cursos que leccionou 
entre 1900 e 1914 na Universidade de Paris Sor- 
bonne chamava-se “Cálculo das probabilidades 
com aplicações às operações financeiras e analo- 
gias com certas questões da Física”. De facto, o 
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que aparece na tese antecipa um dos trabalhos 
mais célebres de Albert Einstein sobre o chama- 
do movimento Browniano (um movimento ex- 
tremamente irregular de certas partículas). Este 
aspeto é curioso, pois o poder da Matemática 
manifesta-se na capacidade de fornecer modelos 
abstratos para situações aparentemente sem re- 
lação uma com a outra (Física e Bolsa de Valo- 
res). 


Louis Bachelier combateu na I Grande Guerra 
mas no fim teve dificuldades em arranjar empre- 
go. Acabou por conseguir um contrato tempo- 
rário em Besançon, passando depois por Dijon 
e Rennes, regressando mais tarde a Besançon. 
Nunca mais teve um lugar de destaque, tendo 
mesmo o seu trabalho sido considerado como 
tendo erros. O influente matemático Paul Levy 
pediu-lhe desculpa em 1931 por ter apreciado er- 
radamente um seu trabalho o que o colocou fora 
de um concurso para um lugar permanente na 
Universidade de Dijon cinco anos antes. Os seus 
trabalhos não eram considerados suficientemen- 
te rigorosos (ainda não tinha sido desenvolvida 
a teoria da axiomática das probabilidades) e só 
muito mais tarde os seus trabalhos passaram a 
ter o impacto que mereciam. Um dos primeiros 
a reconhecer o valor dos trabalhos de Louis Ba- 
chelier foi Kolmogorov (foi quem desenvolveu a 
teoria axiomática das probabilidades que estu- 
dámos). 


Uma das áreas em que foi pioneiro foi o do es- 
tabelecimento de um modelo matemático para o 
mercado financeiro de derivados, que se tornou 
célebre depois dos estudos de Black e Scholes 
que valeram a este último o Prémio Nobel da 
Economia em 1997. 
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Modelo Binomial 


Suponhamos que estamos a estudar a seguinte situação: estamos interessados em estudar o número 
Y de peças defeituosas, num lote de 100 peças, produzidas por uma má- 
quina que fabrica 10% de peças defeituosas; esta é uma experiência alea- 
tória constituída por 100 observações, em que cada observação consiste 
em verificar se a peça é defeituosa - sucesso, ou não defeituosa - insuces- 
so. O resultado das observações é independente de peça para peça, e a 
probabilidade de obtermos uma peça defeituosa é constante e igual a 
10%. Qual a distribuição de probabilidades da variável aleatória Y neste 
caso? Consideremos outra situação: estamos interessado em estudar o 
número Z de bebés do sexo feminino que nascem nos próximos 25 nasci- 
mentos da maternidade Egas Moniz. Admite-se que a probabilidade de nascer rapariga é 0.51. Esta 
experiência é constituída por 25 observações, em que em cada observação se pode verificar o nasci- 
mento de uma rapariga - sucesso, ou de um rapaz - insucesso. As observações são independentes, e 
em cada uma a probabilidade de sucesso é constante e igual a 0,51. Qual a distribuição de probabi- 
lidades da variável aleatória Z neste caso? 





Que existe de comum a estas duas situações? 





À variável que representa o número de sucessos nas n provas chama-se variável aleatória com distri- 
buição Binomial de parâmetros n e p. Os valores que esta variável aleatória pode assumir são 


0,1,2,..,n 


isto é, os valores do número total de sucessos em n observações. Qual a probabilidade de a variável 
aleatória assumir cada um daqueles valores? 


TAREFA RESOLVIDA 11 


Uma senhora comprou 4 bolbos de narcisos, tendo-lhe o florista garantido que havia uma probabi- 
lidade de 75% de cada um florescer para a primavera seguinte. Estude a variável aleatória X que 
representa o número de narcisos que a senhora irá obter. 


RESOLUÇÃO: 


O número X de bolbos que florescem pode ser igual a 0, 1,2,3 ou 4. 
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Temos que P(X = 0) é a probabilidade de O bolbos florescerem e 4 bolbos não florescerem. Como 
obter tal probabilidade? O modo mais fácil de proceder é através de uma árvore de probabilidades. 
Neste caso a árvore é exatamente igual à da tarefa resolvida 3; basta trocarmos filho por bolbo e 
considerarmos que A representa “o bolbo floresce” e M o acontecimento contrário. Temos apenas de 
considerar que o acontecimento A tem probabilidade 0,75 e M tem probabilidade igual a 0,25. Então 
P(X = 0) acontece apenas se A acontecer em todos os bolbos e a probabilidade é igual a 0,254. A 
probabilidade P(X = 1) é a probabilidade de 1 bolbo florescer e 3 não florescerem. Isto acontece se 
qualquer um dos 4 bolbos florescer mas os outros não florescerem. Há 4 casos em que tal acontece 
e a probabilidade em cada caso é 0,75 x 0,25º. Agora vemos facilmente que 


P(X=2)=6 X0,752xX0,25º 


pois há 6 casos em que 2 bolbos florescerem e 2 não florescerem. O resto do quadro torna-se fácil de 
preencher pelo mesmo método: 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


Deste exemplo concluímos facilmente que o método para obter cada probabilidade obedece a um 
padrão simples pois as probabilidades obedecem a uma regra simples. 
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Mais tarde veremos um método simples de obtenção do valor N(n,k). 





TarEra 12 


Na Escola Secundária Sebastião e Silva 70% dos estudantes votaram a favor da Associação de Es- 
tudantes eleita, 5% votaram contra e 25% abstiveram-se. Qual a probabilidade de num grupo de 3 
alunos, escolhidos ao acaso (i) 1 ter votado? (ii) 2 terem-se abstido? (iii) 2 terem votado a favor? 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


ExERCÍCIOS 


Mostra que as seguintes variáveis aleatórias são binomiais: 


1.1 Escolher ao acaso um grupo de 3 alunos da Escola Secundária Anastácio da 
Cunha e perguntar o seu sentido de voto para a Associação de Estudantes, quan- 
do 61% votaram a favor, 11% votaram contra e 28% abstiveram-se; 


Escolher ao acaso um grupo de 10 trabalhadores de uma empresa e tomar nota 
do sexo de cada um. Sabe-se que a percentagem de mulheres nessa empresa é de 
60%. 


Um fabricante de CDs garante que a probabilidade de um deles estar estragado é de 
0,02%. Um cliente compra 3 CDs. 


2.1 Determina a distribuição de probabilidades da variável aleatória X “Número de 
CDs estragados”. 


2.2 Determina, de dois modos diferentes (usando a calculadora e sem usar a calcu- 
ladora), a probabilidade de: 


2.2.1 Um deles estar estragado; 
2.2.2 No máximo um deles estar estragado; 


2.2.3 Pelo menos dois deles estarem estragados. 
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Modelo Normal 


Até aqui estudámos apenas variáveis aleatórias discretas ou seja, que assumem um número finito ou 
infinito enumerável de valores; não vamos estudar as variáveis aleatórias contínuas (as que podem 
assumir qualquer valor de um intervalo pertencente ao seu domínio de variação), mas vamos apenas 
ver algumas características que terá a generalização da distribuição de probabilidades a esse caso. 


Suponhamos que queremos estudar a altura da população portuguesa adulta do sexo feminino. A 
variável a estudar será a altura, a população será a população portuguesa adulta do sexo feminino 
e a nossa experiência aleatória consiste em fazer uma observação de um indivíduo da população 
e verificar qual a sua altura. Como esta variável aleatória é contínua (pode assumir qualquer valor 
entre dois valores escolhidos, por exemplo entre O e 300 centímetros), teremos dificuldade em encon- 
trar uma distribuição de frequências relativas. Se escolhermos uma amostra de umas 100 pessoas e 
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agruparmos os dados em classes, obteremos um histograma do tipo do da figura. Se formos aumen- 
tando o número de elementos da amostra, e traçarmos um histograma com cada vez mais classes, 
iremos obtendo um histograma cada vez mais próximo da curva da direita (em forma de sino). Tal 
como no caso discreto, a distribuição de frequências relativas representada no histograma descreve 
a amostra, e aproxima uma outra curva que representa a distribuição de probabilidades da variável 
aleatória contínua em causa. Esta curva tem uma forma interessante, simétrica, com uma bossa por 
volta dos 160 cm, que é o valor médio da população. A função cujo gráfico obtivemos chama-se fun- 
ção densidade de probabilidade. O seu significado é o de a área a ponteado na função densidade 
entre os pontos de abcissa a e os pontos de abcissa b dar o valor da probabilidade da variável ale- 
atória estar compreendida entre os valores a e b, isto é, a área a ponteado é iguala P(a < X< b). 
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À situação encontrada no exemplo das alturas das mulheres portuguesas é bastante geral, mas não 
será aprofundada no Ensino Secundário. Basta-nos saber que esta função aparece com frequência 
nas aplicações pois descreve uma situação onde o modelo, dito modelo normal, é uma boa apro- 
ximação da realidade. 


Eis as principais características da curva do modelo normal: 


a) E simétrica relativamente ao valor médio u da variável, assumindo aí o valor máximo; 


b) Quanto maior for o desvio padrão o mais achatada é a curva; 


lei normal 7 





f3lx]=normPaftx, 1,0.4)] 
0.21 
[3.37 v.2 3.37 
tfzlxi=normpaftx, 1,0.2) 











c) À área compreendida entre a curva e o eixo dos XX é igual a 1; 


d) A área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos U— O e 
U+0, é aproximadamente igual a 0,68; 


e) À área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos u— 20 
e U+20, é aproximadamente igual a 0,95; 


f) A área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos u — 30 
e U+30, é aproximadamente igual a 1. 


Em função do que representa a função densidade de probabilidade, podemos dizer que estas 
3 últimas propriedades significam, se a variável aleatória X for Normal, que: 


P(u-o<X<u+o)= 0,683 
P(u-20<X<u+20)=0,954 


P(u-30<X<u+30)= 0,997 
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TAREFA RESOLVIDA 13 


COCO LLC COLOCO LOL CLLCCCLCLCCCLCCLCCOLCCCOCOCCCOCCLCCCC COLOCOU COLOCO OOo c0. 


Os pesos das crianças do sexo masculino com idades compreendidas entre os 10 e os 12 anos dis- 
tribuem-se normalmente com valor médio 20 Kg e com desvio padrão 3kg. Qual a probabilidade de 
uma criança daquela classe etária, escolhida ao acaso: 


a) Pesar entre 17kg e 23Kg? 
b) Pesar mais de 23kg? 
c) Pesar mais de 29kg? 


RESOLUÇÃO 


Nas condições dadas, a variável aleatória “pesos das crianças do sexo masculino com idades com- 

preendidas entre os 10 e os 12 anos” segue um modelo normal com valor médio u = 20 Kg e desvio 

padrão O = 3Kg. 

a) O intervalo [l7kg, 23kg] é igual à [U— O, u+0]. A probabilidade de se obterem valores no 
intervalo [17kg, 23kg] é então aproximadamente igual a 0,68. 


b) A probabilidade de se obterem valores fora do intervalo [L7kg, 23kg] é aproximadamente igual 
a 1- 0,68 = 0,32. Como a função densidade de probabilidade é simétrica relativamente ao valor 
médio 4, a probabilidade pretendida é metade de 0,32 ou seja, igual a 0,16. 


c) A probabilidade de se obterem valores no intervalo [11kg, 29kg], isto é, [uU—- 30, M+30], é 
aproximadamente igual a 1, pelo que a probabilidade de se obterem valores fora daquele intervalo 
será aproximadamente 0. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


TAREFA RESOLVIDA 14 


O treinador de um atleta especialista no salto em comprimento fez um estudo estatístico dos saltos 
dados nos últimos tempos pelo seu atleta e verificou que se distribuíam normal- 
mente com valor médio de 7.23 metros e desvio padrão de 0.33 m. Qual é a pro- 
babilidade de ele dar um salto entre os 7 e os 7.5 metros? 


RESOLUÇÃO 


Neste caso o intervalo [7m, 7,5m] não é nenhum dos intervalos das propriedades 
do modelo normal. A única solução neste caso é usar a calculadora gráfica. O 
comando a usar terá a forma 
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normCar(7,7.5,7.23,0.33) 0.550463 É 
normcdf (7, 7.5, 7.23, 0.33) | 


pelo que neste caso, deverá ser 





e obtemos o resultado de cerca de 0,55. 








Em conclusão a probabilidade de o atleta dar um salto entre os 
Teos 7,5 metros é de 55%, o que é razoável. 


(adaptado de brochura “Probabilidades e Combinatória”, ME-DES, 1999) 


Muitos fenómenos da vida real podem ser modelados, quer exatamente, quer de forma aproximada 
pelo modelo Normal. Algumas dessas situações são: 


a) Velocidade a que os carros transitam numa autoestrada, num quilómetro 
dado. 


b) Peso do açúcar contido nas embalagens cheias por determinada máquina, 
programada para encher lkg. 


c) Consumo mensal de eletricidade nos lares de determinada localidade, 
durante um período dado. 


d) Classificações obtidas pelos candidatos a uma determinada Escola de En- 
sino Superior Politécnico no ano lectivo 2011-2012 numa disciplina dada. 


e) Salário mensal auferido pelos profissionais da indústria da hotelaria. 
f) Altura dos portugueses adultos do sexo masculino. 
g) Peso das mulheres portuguesas. 


h) Diâmetro das jantes de automóveis, de uma determinada marca, fabricadas por uma determina- 
da máquina. 


i) Quantidade de líquido nas latas de cerveja, em que é pressuposto conterem 33 cl. 


ExERCÍCIOS 


As idades dos atletas que participam numa competição desportiva seguem uma distri- 
buição normal de média 25 e desvio padrão 8. 


1.1 Determina a percentagem de participantes com menos de 18 anos. 


1.2 Que percentagem tem entre 20 e 30 anos? 


A duração média de um automóvel é de 14 anos com um desvio de 9 meses. Se a dura- 
ção dos automóveis se distribui normalmente, qual é a probabilidade de que dure mais 
que 15 anos e 3 meses? 
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À Matemática do azar 


Foi longo e penoso o percurso até se chegar à 
moderna matemática do azar. Mas, no início, a 
motivação foram os jogos de azar (são normal- 
mente muitos mais os que perdem do que os que 
ganham). No Renascimento, o matemático, mé- 
dico e filósofo italiano Girolamo Cardano (1501- 
1576), um jogador compulsivo, foi o primeiro a 
abordar o assunto com algum rigor. O seu li- 
vro O Livro dos Jogos de Azar, só publicado 
em 1663, foi a primeira análise matemática dos 
jogos. O autor reparou que, para resolver uma 
questão de probabilidades, tinha de reconhecer 
quais os acontecimentos igualmente prováveis. 


Mas foi o monge franciscano e matemático Frei 
Luca Pacioli (1445-1517), célebre pelos seus es- 
tudos da “divina proporção”, o responsável pelo 
desafio que iria permitir, muitos anos depois, 
inaugurar formalmente o conceito de probabili- 
dade, ao inquirir no seu livro “Summa de ari- 
thmetica, geometria, proportioni et proportio- 
nalita” (1494) como se devia dividir o dinheiro 
de um jogo de azar interrompido por qualquer 
razão. 





De certo modo, ainda que de uma forma apenas 
embrionária, inaugurou a noção de probabilidade 
como esperança matemática, isto é, como capa- 
cidade de previsão quantitativa de eventos futu- 
ros. Este problema foi reatado por Blaise Pas- 
cal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1655) 
(ficou célebre o “Ultimo Teorema de Fermat”, 


que só há pouco tempo foi demonstrado), num 
conjunto de cartas onde trocaram ideias sobre a 
melhor forma de repartir o dinheiro de um jogo 
interrompido. A questão tinha sido suscitada 
pelo Chevalier de Méré, um jogador compulsivo, 
que pediu ajuda a Pascal para resolver um caso 
concreto relativo a lançamento de dados. Numa 
missiva de 24 de Agosto de 1655, Fermat propôs 
a Pascal uma resolução do problema que lhe ti- 
nha sido endossado (os dois nunca se encontra- 
ram fisicamente), surgindo assim uma primeira 
ligação do cálculo das probabilidades à econo- 
mia. Por estranho que isso pudesse parecer, as 
probabilidades tinham interesse económico! 


Para alicerçar a teoria matemática das proba- 
bilidades, faltava a fundamentação, em bases 
sólidas, do conceito de “longa observação” de 
Galileu, isto é, mostrar rigorosamente que, por 
experiências repetidas, era possível medir pro- 
babilidades com uma exatidão arbitrária: por 
exemplo, em 1000 lançamentos de um dado 
devia sair em cerca de um sexto, portanto em 
167 lançamentos o valor seis e a aproximação 
ao valor preciso de um sexto seria tanto melhor 
quanto maior fosse o número de lançamentos. A 
demonstração desta afirmação — a lei dos gran- 
des números - , que permite ligar, com preci- 
são, frequências relativas e probabilidades, só 
foi efectuada pelo suíço Jacob Bernoulli (1654 
- 1705), um físico-matemático, cujo livro “A arte 
da conjectura” apenas foi editado em 1713. 


Como se vê, o jogo e a economia ligada ao jogo 
estão na raiz da teoria das probabilidades, que, 
originalmente, tem tanto de matemático como 
de físico, uma vez que era necessário um objecto 
físico — o dado — e a experimentação — o lança- 
mento do dado - para motivar, primeiro, e verifi- 
car, depois, suposições matemáticas. 


(adaptado de Carlos Fiolhais , “A Matemática do azar”, Blogue De Rerum Natura, 18-04-2010) 
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SÍNTESE 





O essencial passado em revista 


Variável aleatória —- Uma variável aleatória, é uma variável cujo valor é um resultado numé- 
rico associado ao resultado de uma experiência aleatória. 


Consideremos uma variável aleatória discreta X, que assume um número finito de valores dis- 


tintos TT Zy- As probabilidades p =P(X=z)n,=PMX=z),...p,=PMX=X.) 


Ro 
devem satisfazer as seguintes condições: 


a) 0sSp Sldsp SL..,0Sp si 


b)p+Pp,+e+tp,=1 
Os valores (2,0 );(0,,0,)-(z o D,) = 1 constituem a distribuição de probabilidades da 


variável aleatória X ou função massa de probabilidade. 


Quando se pretende estudar uma variável aleatória discreta (uma população de dados dis- 
cretos), isto é, conhecer a sua distribuição de probabilidades, recolhe-se uma amostra de 
dimensão suficientemente grande da população, e constrói-se a distribuição das frequên- 
cias; obtemos assim uma ideia aproximada da distribuição de probabilidades. Enquanto que a 
distribuição de frequências se obtém a partir de apenas alguns elementos da população (uma 
amostra), a distribuição de probabilidades obtém-se a partir da população toda (donde a sua 
dificuldade). 


Tendo em atenção que a distribuição de probabilidade é aproximada pela distribuição de fre- 
quências, é natural designar como valor médio da variável aleatória X a seguinte quantidade: 


u= TD, +7,D, Fase Ps 


Esta fórmula é obviamente aproximada pela fórmula antes usada pois as probabilidades p, são 
aproximadas pelas frequências relativas. Ao valor médio também se costuma chamar valor 
esperado e portanto também se costuma usar a notação E(X) para o representar. 


Lei dos grandes números — Dado qualquer fenómeno aleatório, cujos resultados sejam nu- 
méricos e que tenha valor médio u, então, à medida que se repete o fenómeno, a média dos 
resultados observados aproxima-se cada vez mais do valor médio 4, isto é, à medida que a 
dimensão da amostra aumenta, a média da amostra tende a aproximar-se do valor médio do 
fenómeno aleatório. 


Define-se variância populacional, 6”, de uma distribuição de probabilidades, 


ER UE A 
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i=1,2,.., N e adicionando os resultados obtidos: 
, 2 2 2 
[0] =(a, - 4) D, +(x, - 4) D, ++, -) D, 


Modelo Binomial 


») Considera-se à partida um número fixo n de observações, a que é usual chamar provas; 
») As observações são independentes umas das outras; 


c) Em cada observação pode-se obter um de dois resultados possíveis, a que chamamos suc- 
esso ou insucesso; 


“) À probabilidade de sucesso p, é constante de observação para observação. 
À variável X que representa o número de sucessos nas n provas chama-se variável aleatória com 
distribuição Binomial de parâmetros n e p. O seu valor é 

P(X=k) = N(n,k) xp! x(1 — pt 


para k = 0,1,2,..., n, onde N(n,k) representa o número de vezes em que temos k sucessos e n-k 
insucessos. 


Modelo Normal 


As principais características da curva do modelo normal são: 


“) E simétrica relativamente ao valor médio 4 da variável, assumindo aí o valor máximo; 
») Quanto maior for o desvio padrão O mais achatada é a curva; 
c) A área compreendida entre a curva e o eixo dos XX é igual a 1; 


“) A área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos 
U—O e U+0, é aproximadamente igual a 0,68; 


e) À área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos 
U—-20 e U+20, é aproximadamente igual a 0,95; 


*) A área compreendida entre a curva, o eixo dos XX e as rectas que passam pelos pontos 
u-30 e U+30, é aproximadamente igual a 1. 


Estas 3 últimas propriedades significam, se a variável aleatória X for Normal, que: 


P(u-o<X<u+o)= 0,683 
P(u-20<X<u+20)= 0,954 


P(u-30<X<u+30)= 0,997 
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Exercícios globais 


Pratica + 


4 


1. 


5.1 Calcula a probabilidade dos seguintes acontecimen- 


Considera a experiência aleatória que consiste em lançar dois dados e a variável aleatória que 
corresponde a subtrair o maior do menor valor obtido. Determina o modelo de probabilidade 
associado à experiência aleatória. 


Uma moeda equilibrada de euro é lançada duas vezes. Seja a variável aleatória X o número 
de faces nacionais saídas. Determina o modelo de probabilidade para os diversos valores de 
X. 


Um sistema de segurança é formado por 4 alarmes iguais de alta pressão, com a probabi- 
lidade p= 0,8 (cada um) de serem eficientes. Qual a probabilidade de se ter exatamente 3 
alarmes a tocar quando a pressão atingir o valor limite? 


A variável que expressa em meses o nascimento do primeiro dente de um bebé segue uma 
distribuição normal de média 7,5 e desvio padrão 1,5. Calcula a probabilidade de o nasci- 
mento do primeiro dente seja: 


4.1 Com um ano; 
4.2 Antes dos cinco meses; 


4.3 Entre os cinco e os sete meses. 


Um homem tem 4 chaves, mas apenas uma delas abre o seu cofre. Como se esqueceu de qual 
a chave que abre o cofre tenta abrir o cofre e, após cada 
tentativa, põe de lado a chave utilizada. 


tos: 


A “Abriu o cofre na primeira tentativa” 





B “Abriu o cofre apenas na segunda tentativa” 


5.2 Considera a variável aleatória Y “número de tentativas efetuadas até abrir o cofre”. 


Determina a respetiva distribuição de probabilidade. 


5.3 Determina a esperança matemática e o desvio padrão da distribuição de probabilidade. 


Um vendedor analisou os registos diários do número de artigos vendidos em determinada 
cidade. Obteve a seguinte distribuição de probabilidades: 


pa 
II 
8 
HA 
bO 
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Determina o valor de k; 
Determina o valor médio e o desvio padrão da distribuição; 


Sendo 4 o valor médio e 6 o desvio padrão da distribuição, qual é a probabilidade de o 
número de vendas pertencer ao intervalo Ju-o,u+o[? 


Pensa e resolve 1 1 


T. Uma variável aleatória discreta assume os valores 2, 3, 5, 6, 7, 8 com a probabilidade 0,14; 
0,15; 0,18; 0,24; 0,16 e 0,13 respetivamente. 


Verifica que se trata de uma função de probabilidade e, calcula o valor esperado e esperança 
matemática e a variância populacional. 


8. À função massa de probabilidade de uma variável discreta X é dada pela tabela: 


Sabendo que P(x<2)=0,7 e que P(x>2)= 0,75, determinar a média e o desvio padrão. 


9. Num aviário os pesos das galinhas seguem uma distribuição normal com média 1,8 kg e 
desvio médio de 300g. Os que pesam menos de 1,650 kg não são vendidos. Determina a per- 
centagem das galinhas que não são vendidas ao longo do ano. 


05 


10. Numa auto estrada do interior contabilizou-se o número de veículos que passaram numa 
portagem por hora. Do estudo dos dados recolhi- 
dos verificou que satisfaziam a uma distribuição 
normal de média 40 e desvio padrão de 3,5. Calcu- 
la probabilidade de passarem mais de 36 e menos 
de 43 veículos. 


hotos /brenda-starr /34665601 





11. Os pesos, em quilogramas, de 600 alunos de um 
distrito distribuem-se segundo uma lei normal de 
média 60 kg e desvio padrão 5 kg. Determina, usando a calculadora, quantos deles têm peso: 


11.1  Pertencentes ao intervalo |55,65[; 
11.2 Pertencentes ao intervalo |50,70[; 
11.3 Superior a 60 kg; 


11.4 Inferior a 70 kg. 
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Reflete 7 + 1 


4 


12: 


13. 





Considera o seguinte excerto do artigo “As Vinte Horas de Graham Greene em Havana”, de 
Gabriel Garcia Márquez, publicado em 19 de Março de 1983 no jornal espanhol “El País”: 


“. perguntei a Graham Greene o que havia de verdade mo episódio da roleta, 
russa que ele relatara nas suas memórias. Os seus olhos azuis, os mais diájanos 
que conheci, duminaram-se com a recordação. “Isso foi aos dezanove amos”, 
disse, “quando me apaixonei pela professora da minha irmã?. Contou que, de 
facto, tinha então jogado o jogo solitário da roleta russa, com um velho revól- 
ver de um irmão, em quatro ocasiões diferentes. Entre as duas primeiras houve 
uma semana de intervalo, mas as duas últimas foram seguidas e com poucos 
minutos de diferença. Fidel Castro, que não podia deixar passar um relato 
como este sem ir até aos mais infimos pormenores, perguntou-lhe para quantos 
projécteis era o tambor do revólver. “Para seis”, respondeu Graham Greene. 
Então, Fidel Castro fechou os olhos e começou a murmurar multiplicações. Por 
fim, olhou o escritor e disse-lhe: “De acordo com os cálculos de probabilidades 
você teria de estar morto”. Graham Greene sorriu com a placidez com que o 
fazem os escritores que se sentem a viver um episódio dos seus próprios livros 
e disse:” Ainda bem que sempre fui péssimo a Matemática”...” 


Graham Greene jogou 4 vezes a roleta russa. 


Concordas que, segundo o Cálculo das Probabilidades, ele deveria estar morto? Justifica a 


tua resposta. 


Considera os seguintes dados que dizem respeito à altura de 100 indivíduos do sexo mascu- 
lino: 


[5520 1595 - 697 62 IS) ro sor: 


155.5 ; 159.6 | 1645 ; 168.7 ; 1746 : 1781 ; 186.7 | 


156.5 : 160.1 | 1646 : 169.8 ; 175.1 : 1785 : 1899 ; 


157.1 : 160.2 : 1650 : 17L7 ; 175.4 É 1814 é 1910 : 
loca dona 654 qa Ciro dam oa 


158.2 : 160.5 : 166.1 : 172.0 : 1764 : 1830 





158.6 ; 1614 : 166.7 : 172.3 ; 1764 : 183.6 


158.9 | 161.5 : 1670 : 173.1 : 177.4 ; 1841 ; 1969 ; 


[oC 622 E demo Camo ni sic da 


159.4 ; 163.7 : 167.1 : 173.9 : 177.9 é 185.1 ; 200.1 


Calcula a média 4 e o desvio padrão O. 


Representa graficamente os dados sob a forma de um histograma. 


Tendo em conta a forma do histograma, aproximadamente quantos elementos da amostra é 


que esperas estejam compreendidos no intervalo Ju-o,u+o[? 
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CONSELHOS PARA OS ExAMES — N.º 4 


Importa conhecer os critérios de classificação 


Além dos critérios gerais de classificação, no exame de Matemática A há também uma série de cri- 
térios mais específicos de certas situações que impõem indiretamente mais algumas regras que im- 
porta conhecer antes do exame. Não convém ser penalizado por coisas que o aluno até pode dominar 
perfeitamente mas que, por distração ou precipitação, não responde ao que é efetivamente pedido. 


O primeiro critério específico importante diz respeito aos métodos de resolução usados pelo aluno: 


Utilização de processos de resolução que não estão previstos no critério específico 
de classificação: E aceite e classificado qualquer processo de resolução cientifica- 
mente correto. 


Ou seja, qualquer técnica usada é aceite, desde que esteja correta. Mas é preciso ter em atenção 
que no enunciado da prova se pede, no Grupo II, o grupo das questões de itens de construção, que: 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver 
de efectuar e todas as justificações mecessárias 


Assim, é importante justificar bem cada resposta. Essa justificação deverá deixar bem claro qual o 
método usado na resposta. 


E muito importante ter em atenção este requisito. Os critérios específicos de classificação são taxa- 
tivos quando não se justifica uma resposta ou se omitem os cálculos intermédios: 


Apresentação apenas do resultado final, embora a resolução do item exija cálculos 
e/ou justificações: A resposta é classificada com zero pontos. 


Não vale pois a pena atirar com um resultado ao acaso. E preciso explicar sempre o procedimento 
usado e apresentar os cálculos intermédios. 


Há contudo uma situação em que o método de resolução usado não pode ser um qualquer. E quando 
o enunciado requer o uso de um método concreto: 


Utilização de processos de resolução que não respeitam as instruções dadas [exem- 
plo: «usando métodos amalíticos»|: A etapa em que a instrução não é respeitada 
é pontuada com zero pontos, bem como todas as etapas subsequentes que dela 
dependam, salvo se houver indicação em contrário, no critério específico de clas- 
sificação. 


Muitas vezes o enunciado pede explicitamente que: “Determine ... recorrendo a métodos exclusiva- 
mente analíticos.” Neste caso não se pode usar a calculadora na resposta. O enunciado pretende que 
se usem expressões algébricas para chegar à resposta. A calculadora pode ser usada para explorar 
o problema ou verificar os cálculos, mas não pode ser usada na resposta. Outras vezes é pedido 
explicitamente que “Determine ... recorrendo à calculadora gráfica”. Desta vez a resolução tem de 
ser feita com a calculadora e não através de manipulações algébricas. 


(baseado no documento oficial “Prova Escrita de Matemática A- critérios gerais de classificação - 
Prova 635/1.º Fase - 2011”) 
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1. — Admite que, numa certa escola, a variável «altura das alunas do 12º ano de escolaridade» 
segue uma distribuição aproximadamente normal, de média 170 cm. 


Itens de exame 


Escolhe-se, ao acaso, uma aluna do 12.º ano dessa escola. 
Relativamente a essa rapariga, qual dos seguintes acontecimentos é mais provável? 
(A) A sua altura é superior a 180 cm. (B) A sua altura é inferior a 180 cm. 


(C) A sua altura é superior a 155 cm. (DJA sua altura é inferior a 155 cm. 


2. — Lançam-se duas vezes um dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6. 
Seja X o número de vezes que sai a face 6 nos dois lançamentos. 


Qual é a distribuição de probabilidades da variável X? 


T. 0 il 2 
FASE 00 O 

P(X=2) do Cop a 
6 6 6 6 

(C) 
T. 0 ll 2 
P(Ã=4) q = x— E 
6 6 6 

(D) 
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Na figura estão representados os gráficos de duas distribuições normais. 





Uma das distribuições tem valor médio a e desvio padrão b. 

A outra distribuição tem valor médio c e desvio padrão d. 

Os gráficos são simétricos em relação à recta r. 

Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 

(A) a=ceb>d (B) a=ceb<d (C) a>ceb=d Di a<ceb=d 


A distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é dada pela tabela 





(“a e b designam números reais). 
A média da variável X é igual a 1. 


Qual é o valor de a e qual é o valor de b? 


A Patrícia tem uma caixa com cinco bombons de igual aspecto exterior, mas só um é que 
tem licor. A Patrícia tira, ao acaso, un bombom da caixa, come-o e, se não for o que tem 
licor, experimenta outro. Vai procedendo desta forma até encontrar e comer o bombom com 
licor. 


Seja X a variável aleatória «número de bombons sem licor que a Patrícia come». 


Distribuição de probabilidades 


Qual é a distribuição de probabilidades da variável X? 


(A) 
Papa a E E 
EE RA e ES , E , PER , en 
(B) 
ia ETR RGE O RCE SaS 
E Pig su a RA , GRE , eres , ER: 
(0) 
a RA VE SER 
“o aaa e ERR , Rn , js pn , Err 
(D) 
a SR DRE DCE UU 
Tosa Ain ; ue QE É pao ; FER ; , Res Rd , Ena 


6. O João tem, no bolso, seis moedas: duas moedas de 1 euro e quatro moedas de 50 cêntimos. 


O João retira, simultaneamente e ao acaso, duas moedas do bolso. 


6.1 Seja X a quantia, em euros, correspondente às moedas retiradas pelo João. Constrói a 
tabela de distribuição de probabilidades da variável X, apresentando as probabilidades 
na forma de fracção irredutível. 


6.2 Depois de ter retirado as duas moedas do bolso, o João informou a sua irmã Inês de 
que elas eram iguais. Ela apostou, então, que a quantia retirada era de 2 euros. Qual 
é a probabilidade de a Inês ganhar a aposta? Apresenta o resultado sob a forma de 
fracção irredutível. 
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90 minutos 


Prova global 


1. — Lançaram-se três vezes uma moeda equilibrada. Determina o modelo de probabilidade da 
variável aleatória X sair face euro. 


2. Um centro comercial tem no seu centro uma árvore enfeitada com 2 000 lâmpadas. A dura- 
ção das lâmpadas segue uma distribuição normal com média de 305 dias e desvio de 40 dias. 


2.1 Quantas lâmpadas se espera que fundam antes dos 365 dias? 
2.2 Quantas duram mais de 401 dias? 


3. A probabilidade do Pedro ganhar ao Daniel um jogo de xadrez é de 2/3. Se jogarem 4 par- 
tidas, calcula a probabilidade do Pedro ganhar: 























3.1 Duas partidas; 
3.2 As quatro partidas; 
3.3 Alguma partida. 


4. Considera dois acontecimentos A e B. Numa pequena composição explica a validade ou não 
das afirmações: 


“Se dois acontecimentos A e B são incompatíveis então são contrários” 


“Se dois acontecimentos A e B são contrários então são incompatíveis “ 


5. Dados dois acontecimentos A e B indica as condições que deve verificar A de modo que: 


P(B) = P(B| A)x P(A)+ P(B | AJP(A) 
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Como resolver problemas de matemática 


Sugestões do matemático húngaro George Polya (1887-1985) 


1.º Passo — CompRrEENDER O PROBLEMA 


a) O que é dado no enunciado? Faz uma lista dos dados. 
b) O que é pedido? Qual a quantidade desconhecida a determinar (incógnita)? 
c) Faz uma figura que ajude a perceber o que está em causa. 


d) O enunciado já indica letras para os dados? Se não, escolhe letras que não causem confusão. 
Escolhe uma letra para a incógnita que não se confunda com as outras. 


2.º Passo — ESTABELECER UM PLANO 


a) Este problema é semelhante a outro que tenhas feito? O método desse outro problema pode-te 
ajudar aqui? 


b) Olha para a incógnita. Já te pediram esse tipo de incógnita noutro problema? Como fizeste nessa 
altura? 


c) E possível enunciar o problema de outro modo diferente, talvez com um enunciado mais longo 
mas mais claro e mais simples? 


d) Conheces algum problema diferente mas algo parecido com este? Um problema mais geral? Um 
problema com dados diferentes mas parecidos? 


e) Se nada do que tenhas visto anteriormente te ajuda então tenta resolver um problema mais sim- 
ples que este, ou apenas uma parte do problema. 


f) Se tivesses mais um dado seria mais fácil resolver o problema? E esse outro dado consegue-se 
obter? 


g) Utilizaste todos os dados? Não te esqueceste de nenhuma das condições pedidas? 


3.º Passo — ExEcuTAR O PLANO 


a) Executa o Plano definido no passo anterior, tendo cuidado em saber se os passos que dás estão 
bem justificados. 


b) Se não consegues executar o plano definido por causa de algum obstáculo que antes não tenhas 
previsto volta ao 2.º passo (e se necessário ao 1º passo). 


4.º Passo — VERIFICAÇÃO E LIÇÕES PARA O FUTURO 


a) O resultado a que chegaste convence-te? Conseguirá convencer os teus colegas? E o teu profes- 
sor? Não está em contradição com nada que conheças? Se estiver, é melhor reveres os passos 
anteriores. 


b) O método que usaste é novo para ti? Pode vir a ser útil no futuro noutro problema. 


c) Seria possível chegar ao mesmo resultado por um caminho diferente, talvez mais simples? Esse 
outro caminho pode também vir a ser muito útil em futuros problemas. 


d) Conheces outro problema, que não conseguiste resolver antes, onde este método se possa aplicar? 
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